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Considerar

Considerar

Identidades algébricas

a, be R e m, n € Z, en geral tem-se:
aman — am+n
(am)n — &mn

(ab)™ = a™b™

(5)" = Z—m b#0
am m—n

— =a

an

(a+b)* = a® + 2ab + V?
(a —b)? = a® — 2ab + b*

a® — b = (a—b)(a® + ab+ b?)

am™m = /am = (Ya)", a>0
Vab= /a- b, a>0, b>0
Tq/T\/a:m{L/a, a>0
n%:;‘é_i, a>0,b>0
a‘"zi, a#0

(a+b)* =a®+ 3a*b + 3ab® + °
(a —b) = a® — 3a®b + 3ab* — b?

a®+ b= (a+b)(a* — ab+b?)

a® — b = (CL _ b)(an—l + an—Zb + an—SbQ 4+t abn—2 + bn—l)

a+b" = (a+b)(a"!

o aanb_f_ an73b2 .

- —ab" % + ") quando n-fmpar

Identidades trigonométricas

a, feR.

sen(—a) = —sena
sen’a 4+ cos?a =1
2

tan? o + 1 = sec® «

cot?a+1=csc?a

1 — cos2a
2

sen’aq =
sen2a = 2sena - Cos «

sen(a + ) = sena cos f + sen/3 cos «

tan a + tan 8
t =
an(a+ f) 1 —tana - tanf

2senasenf3 = cos(a — ) — cos(a+ 3)

2sena cos § = sen(a+ ) +sen(a—f3)

cos(—a) = cos
sena - csco = 1
cosa -seco = 1

tanao - cotar =1

1 + cos 2«

2
cos” o =
2

cos 2a = cos? av — sen’«v

cos(a + ) = cos arcos f — senasenf3

2tan o
tan(2a0) = ————
an(20) 1 —tan? o
1 — cos2«a sen2q
tana = =
sen2q 1 + cos 2«

2 cos acos 8 = cos(a+3)+cos(a—p3)
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Identidades geométricas

1. A=area, P = perimetro, [= lado, r = raio

Quadrado Retangulo Circulo
[ a
l b
A=1? A=bxa A=mnr?
P =4l P =2(a+0b) P =2nr

2. A=érea, P = perimetro, c= hipotenusa, a e b = catetos, h = altura, r =
raio,

«a = angulo central, L = comprimento do setor circular

Teorema de Pitagoras Triangulo Setor circular
& L
c L\
: 4.
r
b b
1 1,
2 = a? + b2 Azibxh A:§ra
P=a+b+c P=ar

3. A=érea, P = perimetro, B= base maior, b = base menor, h = altura,

R = raio maior, r = raio menor,

Paralelogramo Trapezoide Coroa circular
b
! 9
7 B
b 1 _ 2 2
A—E(B—i—b)h A=n(R*—1r°)h

A=bxh P=2n(R+r)
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4. A=éarea, P = perimetro, S= superficie total, V = volume, h = altura, r =

ralo

Triangulo Equilatero Paralelepipedo reto Cilindro

A

[

/3 a
4

V3

V=axbxc V =nar’h
hz? S =2(a+b)c+ 2ab S = 2mwrh + 2mr?
5. V =volume, h = altura, r = raio, S = superficie
Triangulo Cone circular reto Tronco de cone
c
; . .
1
A= \/p(p—a)(p—b)(p—c) V = §7TT’2h

b

p:a+2+c S = mry/r? + h? V =-m(R>+rR+1r*h

6. V =volume, h = altura, r = raio, S = superficie

Esfera Prisma

4
V= gmr? V=Bxh

S = 4gr? B = area da base



Identidades para derivadas

X

Sejam C'= constante, n € Q, a€R, f(x), g(zr) = fungdes, a=angulo,
Lnz=logaritmo neperiano, log, x = logaritmo natural na base b.
e D,C=0 o D.(f+g)=Dsf+ Dag
o Du(f-9)=[ Dag+g-Duf © D)= 7
e D.f(g(x)) = D.f(g9(x)) Dag o Dy[f]"=mn-D,[f]""
o D,[ef/®] =el@. D, [f(x)] e D.,a/=da-D,f Lna, a>0
1
—_ — . Dz 1 - .DI Y 0
o Dulnf)= 5 Daf, [#0 o Dullom, )= gy Daf, f#
e D,senx = cosx e D,tanz =sec’x
e D, ,cosr = —senx e D,cotzx=—csc’x
° D, secx =secxtanx ° D,cscx = —cscxcotx
D ! D !
° Larcseny = ———— ° L arccos L = ————
V1—a? V1—2a?
1 1
e D, arctanx = e D, arcsecx =
1+ 22 rva? —1

Identidades diversas

e Suponhamos b, ¢ € RT,

log,(a - ¢) = log,a + log, c,

(iv)

m log, a,

e Para ntmeros na base decimal:

m € Q tem-se: logya =N <&
(i) logy(a/c) = log,a — log,c,

log.a = log, a - log,.b

e Equivaléncia entre graus sexagesimais e radianos.

a = b". Logo: (i)

(iii)

log, a™ =

0,1 -aiag = 10"a,+10"ta,_1+- - -+10a;+aqg

« graus | « radianos | sena | cosa | tana | cot a | seca | csc
0° 0 0 1 0 — 1 —
300 m 1 \/_3 ﬁ \/g _2\/3 2

6 2 2 3 3
2 2
o | 2 [Z[E [ v
60° m \/_g 1 \/§ é 2 _2\/§
3 2 2 3 3
90° g 1o | -] o ] =]




Formas determinadas e Formas indeterminadas (?)

lgg flz) = lggl g(x) = h(z) = lig h(z) = | de modo simbélico

1 +oo +o0 flx) 4+ g(x) +oo +oo+ 00 =+00
2 +00 +00 f(z) —g(z) ? (+00) = (+o00) = ?
3 +00 K eR f(x) +g(x) +00 +oo + K = 400
4 —00 KeR f(x) +g(x) —00 —00+ K =—00
5 +00 +00 f(x)-g(x) +00 (+00) - (+00) = 400
6 +00 —00 f(z)-g(x) —00 (+00) - (—o0) = —0
7 +00 K >0 f(z)-g(x) +00 (+00) - K = +00
8 +00 K <0 f(z)-g(x) —00 (+00) - K = —o0
9 +o0 0 f(z)-g(x) ? too-0= 7

10 K +oo f(z)/g(x) K/+00=0

11 +00 +o00 f(z)/g(z) too/+o0 =7
12 K>0 0+ f(z)/g(x) +00 K/0t = +o0

13 +00 0t f(x)/g(x) +00 +00/0% = +00
4| K>0 0~ f(z)/g(x) —00 K/0" = -0

15| +oo 0 | f@ew) | - R p—
16 0 0 f(z)/g(z) ? 0/0="7

17 0 0 [f(z)]o@ ? 00 =7

18 00 00 [f(z)]9@® ? 00™® =7

19 0 00 [f (z)]9@) ? 0> =7

20 00 0 [f (z)]9@) ? oo’ =7

21 1 00 [f(2)]9@ ? 1 =7

Seja K € R, nao existem em R: % 0°, g

No limite: }:5% o= +o0, xgrinooi =0, }:13(1) =1
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NOTACOES

significa:  continuar sucesivamente
conjunto dos ntimeros naturais
conjunto dos nimeros inteiros
conjunto dos ntimeros racionais
conjunto dos niimeros reais
conjunto dos ntimeros complexos
uniao de conjuntos

significa:  aproximadamente
intersecao de conjuntos

conjunto vazio

relagao estritamente menor que ...
relagao estritamente maior que ...
nao ¢ igual a. . .

quantificador universal (para todo )
quantificador existencial (existe )
tais que. . .

implica (entao )

relacao menor ou igual a...

numero formado por trés algarismos
relacao maior ou igual a...

parte inteira de um ntamero real x
soma: ay+ag+az+---+ap_1+a,

significa o produto: 1x2x3x---x(n—1)xn
bicondicional (se, e somente se)
inclusao propria de conjuntos
m € divisor de n
m nao é divisor de n
n!
El(n — k)!

inclusao de conjuntos

significa:

produto cartesiano dos conjuntos A com B

Sec¢ao
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2.1
1.2.1
1.2.1
1.2.1
1.2.1
1.2.1
1.2
1.6
1.8

1.8

1.8
1.4.3
1.6
1.8.1
1.8.1

1.8.3

2.1
2.1

X1



x1i



PREFACIO

O proposito de uma primeira disciplina de Cdlculo Diferencial é ensinar ao estudante
as nocoes basicas da derivada assim como as técnicas e aplicagoes elementares que acom-

panham tais conceitos.

Esta obra representa o esforco de sintese na selecao de um conjunto de problemas
que se apresenta com frequéncia, quando um estudante da graduacao comeca a estudar
calculo no inicio do seus estudos. O objetivo deste livro é introduzir os principais conceitos
do calculo diferencial de uma variavel e suas aplicagoes comecando com uma revisao da
matemaética bésica, assim como orientar a metodologia para que o leitor possa identificar

e construir um modelo matematico e logo resolvé-lo.

Cada capitulo se inicia com os objetivos que se pretende alcancar; a farta variedade

dos exemplos e exercicios apresentados estao classificados de menor a maior dificuldade.

A variedade dos problemas e exercicios propostos pretende transmitir parte de minha
experiéncia profissional durante muitos anos de exercicio como professor de ensino superior
assim, como Consultor em Matematica Pura e Aplicada, com atuacao na graduagao e pos-

graduacao da docéncia universitaria.

Fico profundamente grato com os estudantes dos diversos cursos onde difundi as ideias
e o contetido das notas deste trabalho. Também agradego as contribuigoes e sugestoes
dos leitores, em particular dos meus colegas, pela sua constante dedicacao para a revisao

e discussao dos problemas propostos.

Atualmente esta em construgao o livro “Suplemento de Cdlculo 17, onde se encontra
a solucao de todos os exercicios propostos neste livro e pode ser obtido solicitando uma

cOpia ao autor em: christianjqp@yahoo.com.br .

Christian Quintana Pinedo.

Palmas - TO, Agosto de 2016
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“A matemdtica apresenta invencgoes tao sutis que poderao servir nao SO para
satisfazer os curiosos como, também para auziliar as artes e poupar trabalho

aos homens”.
R. Descartes (1596 — 1650)

“Nao adianta ter um mar de conhecimentos, com a profundeza de um mi-

limetro.”

Ch. Q. Pinedo (1954—)

“Professores tendem a eternidade; nunca poderao saber onde termina sua

influencia.”

Henry Adams' (1838 — 1918)

"Henry Brooks Adams (1838 — 1918), foi um estadunidense historiador, jornalista e novelista.



Capitulo 1

SISTEMA DOS NUMEROS REAIS

Eratostenes nasceu em Cirene (276 a.C. — 197 a.C.), o que
hoje € a Libia. Depois de estudar em Alexandria e Atenas, ele
se tornou diretor da famosa Biblioteca de Alexandria.

Ele trabalhou com geometria e numeros primos. Eratdstenes
¢ mais conhecido pelo seu crivo de nimeros primos (o “Crivo
de Eratostenes”), o qual, com algumas modificagoes, ainda é um
instrumento importante de pesquisa na Teoria dos Nimeros.

Eratostenes também fez uma medicao extremamente precisa
da circunferéncia da Terra, comparando as sombras produzidas
pelo Sol do meio-dia, no verao, em Siena e Alexandria. FEle

calculou a circunferéncia da Terra em 250.000 estddios', a dis-
tancia até o Sol em 804.000.000 estddios e a distdncia da Terra
a Lua em 780.000 estddios .

Eratdostenes também mediu a inclinagcao do eizo da Terra com grande precisao, encontrando o

Eratostenes

valor de 23 graus, 51'15"”. Também organizou um catdlogo astronémico, contendo 675 estrelas.

Eratdstenes ficou ceqgo em idade avancada e diz-se que teria cometido suicidio, recusando-se
a comer e consequentemente morrendo de inani¢ao.

A palavra “crivo” significa peneira. O que Eratdstenes imaginou foi uma “peneira” capaz de
separar os numeros primos dos compostos. A ideia do Eratdstenes foi a sequinte: jd que um
numero primo p € aquele que somente possui dois divisores inteiros - o 1 e o proprio p - poderia
haver uma peneira que pudesse separar estes nimeros (que so tém dois divisores, e portanto sao
primos) dos outros, que possuem mais de dois divisores (e sao chamados de “compostos”).

1.1 Introducao

A matemaética a ser estudada nos primeiros cursos da graduacao estd inspirada em

duas fontes:

e A primeira é a “ldgica matemdtica”; ela se desenvolve por meio de proposigoes (fra-

ses), as quais podemos atribuir um valor 16gico de verdade ou de falsidade (somente

!Estadio era uma unidade de medida na Grecia, equivalente a aproximadamente 180m de comprimento.
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um destes valores). Por exemplo:

— A terra tem a forma arredondada (v = verdade).

— A terra ¢ de forma quadrada (f = falso)

Na logica matemética, a negacao de uma proposi¢ao nao implica na afirmacao do

contrario.

e A segunda é o “cdlculo”; isto sera objeto de nosso estudo.

O estudo fundamental do calculo esta orientado sob conceitos de diferenciagao, inte-

gracao e suas aplicagoes em diversos campos do conhecimento matemético. Por exemplo:

e Um fabricante de caixas de papelao deseja produzir caixas sem tampa, usando peda-
¢os quadrados de papelao com 40 cm de lado, cortando quadrados iguais nos quatro
cantos e virando verticalmente (para cima) os quatro lados. Achar o comprimento
dos lados dos quadrados a serem cortados a fim do obter uma caixa com o maior

volume possivel.

e Um distribuidor atacadista tem um pedido de 30.000 caixas de leite que chegam a
cada 5 semanas. As caixas sao despachadas pelo distribuidor a uma razao constante
de 1.800 caixas por semana. Se a armazenagem numa semana custa R$ 0,05 por

caixa . Qual é o custo total de manutencao do estoque durante 10 semanas ?

e Suponhamos que um tumor no corpo de um porco tenha forma esférica. Quando o
raio do tumor ¢ de 0,5 cm, a taxa de crescimento do raio é de 0,0001 ¢m por dia.

Qual é a taxa de crescimento do volume do tumor em algum instante to 7

Os problemas do exemplo acima podem ser resolvidos com técnicas e operacoes com
nameros reais.
Para compreender bem as operagoes fundamentais do célculo, estudaremos algumas

propriedades dos ntimeros reais, bem como as operacoes permitidas com os mesmos.

1.2 Sistema dos niimeros reais

Um numeral é um simbolo ou grupo de simbolos que representou um niimero em
um determinado instante da evolugao do homem. Em alguma determinada escrita ou
época, os numerais diferenciaram-se dos ntumeros, do mesmo modo que as palavras se
diferenciaram das coisas as que se referem. Os simbolos “127, “doze” e “XII” (doze
em Latim) s@o numerais diferentes representativos do mesmo numero, apenas escrito em

idiomas e épocas diferentes.
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Os nimeros representam papel vital nao s6 na matematica, como na ciéncia de um
modo geral, e na nossa vida diaria. Vivemos cercados de ntimeros, horarios, tabelas, gra-
ficos, precos, juros, impostos, velocidades, distancias, temperaturas, resultados de jogos,
etc.

A maior parte das quantidades estudadas nestas notas (areas, volumes, taxas de vari-
acao, velocidades, ...) sdo medidas por meio de niimeros reais e nesse sentido podemos
dizer que nosso “Calculo Diferencial” seré trabalhado no sistema dos ntimeros reais.

O estudo do sistema dos ntmeros reais pelo método axiomatico, consiste em definir
este “sistema numérico” mediante um grupo de axiomas, de modo que qualquer conjunto
de niimeros: naturais, inteiros, racionais e irracionais sejam formados por subconjuntos
proprios do conjunto de nimeros reais R.

Ha outro modo de se estudar os ntmeros reais; podemos defini-los em termos de
nimeros racionais, usando os classicos cortes de Dedekind 2 ou as sucessoes de Cauchy?.
Porém, para o nosso estudo do - “Cédlculo Diferencial em R” - é suficiente introduzir o
sistema pelo método axiomatico.

Consideremos os seguintes conjuntos numéricos:

N={0,1,2 345 -,n--,} naturais.
Z={---,-3, -2, -1,0,1,2, 3,4, ---} inteiros.
Q= %/ a, beZ, b#0} racionais.
Q={-,-2 -~-—;, <o ,—1,0, 1, g, 3,%, . racionais.
I={+Vv?2, +m, +e, £V7, V5, ---} irracionais.
R=QUI reais.
C={a+bi; a,beR onde i=+-1} complexos
C={1+4+2i,3+2i,5—4i, —1—1i,14,2, 8,7, -} complexos

Qualquer nimero real pode ser considerado como um ntmero racional ou nimero

irracional. Estes ntimeros racionais consistem dos seguintes:

a) Os inteiros positivos, negativos e o zero:
<o —6, =b, -4, -, —1,0,1,2, 3, ---,12, 13, 14, ---.

b) As fragoes positivas e negativas:

Richard Dedekind (1831 — 1916) foi aluno de Carl F. Gauss (1777 — 1855) e Dirichlet (1805 — 1859).
Estudou o problema dos ntimeros irracionais, e ¢ mais conhecido pelo seu trabalho nos fundamentos do
sistema de ntimeros reais.

3 Augustin Cauchy (1789 — 1857) foi o fundador da analise moderna, aportou importantes resultados
em outras areas da matematica. Além de suas atividades politicas e religiosas, escreveu 759 trabalhos
em matematica.
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8 1 96 8 13
5 2’ 15 "5 147
c) Os nameros decimais limitados (positivos e negativos):
537 32.841 528
5,37 = — —3,2841 = —— 0,528 = ——
’ 100’ ’ 10.000° ’ 1.000
d) Os ntameros decimais ilimitados (positivos e negativos):
3 745
0,333333 - - = g’ —3,745745745 - - - =~ —3 — 999 2,5858H85858 - - - =
58 9
24+ — 8,9999999 - - - ~ 8 + —
* 99’ ’ i 9
O simbolo = significa aproximadamente. Observe:
9
Se consideremos a relagao 0,999999 --- = — =1 isto ¢ um absurdo ja que o niimero 1
é inteiro e 0,999999 - - - é um nimero racional decimal com uma infinidade de algarismos

nove. Assim é melhor entender que 0,999999- - - ~ g =1
e Os niimeros irracionais sao aqueles niimeros decimais nao periédicos. Por exemplo:
V5 = 2,2360679774997896 - - - ; V19 = 4, 35889894354067 - - -
T = 3,14159265358979323846 - - - ; -v/28 = —3, 03658897187 - - -

4

A Figura (1.1) mostra mediante diagramas de Venn® a relacao de inclusdo entre os

conjuntos.

Figura 1.1: Conjunto Numérico

Notacoes:

Nt =N-{0}={1,2,34,5 --,n,--}

Zt={1,2,3,4,5---}

E importante destacar que o niimero zero niao é nimero positivo nem negativo.

Suponha temos que realizar operagoes aritméticas elementares (adigao, subtragao,
multiplicac¢do, divisdo, potenciagao e radicagao) com dois numeros quaisquer de um sub-
conjunto dos ntimeros reais, e desejamos que o resultado pertenca ao mesmo subconjunto.

Observe, com os numeros naturais 4 e 7 nao é possivel efetuar a operagao 4 — 7
(subtragao), pois sabemos que 4 — 7 = —3 nao pertence ao conjunto N. Assim, em geral

temos que no conjunto numérico:

4John Venn (1834 — 1923) publicou “Légica Simbolica” em 1881 e, “Os Principios de Logica Empirica”
em 1889. O segundo destes é menos original que o primeiro, porém é descrito como o trabalho mais
duradouro em logica.
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N somente é possivel efetuar operacoes de adicao e multiplicacao.
7 somente é possivel efetuar operagoes de adicao, subtracao e multiplicagao.

Q é possivel efetuar operagoes de adigao, subtragao , multiplicacao e divisao (desde que

o divisor nao seja zero).
I é possivel efetuar operagoes de modo restrito.

R podemos efetuar operagoes de adigao, subtragao, multiplicacao e divisao (desde que o

divisor nao seja zero).

C é possivel efetuar operagoes de adi¢ao, subtragao, divisao (com divisor nao zero), mul-

tiplicacao, potenciacao e radicagao.

O conjunto dos nimeros complexos C tem mais propriedades que o conjunto dos
ntmeros reais R. Nosso objetivo neste capitulo sera estudar as propriedades importantes
do conjunto R. Mostra-se que, Q (| I = 0.

Aos elementos de x € R é possivel associar um ponto de uma reta, de modo que a este

namero real x corresponda um, e somente um, tnico ponto P como indica a Figura (1.2).

R

—o0 trr -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 + 00

Figura 1.2: Reta numérica

Definicao 1.1. Sistema de nimeros reais.
Dizemos “sistema de nimeros reais” ao conjunto R, no qual estao definidas as
operagoes de adicao (+), multiplicagao (x), uma relagao de ordem (< ) que se [é

“menor que” e o axioma do supremo.

O sistema de ntmeros reais pode ser denotado como (R, 4, %, < ) ou simplesmente
escreve-se R.
Outra notacao para a multiplicacao é um ponto. Assim, por exemplo, se a, b € R,

temos a - b significa multiplica¢do (produto) dos nimeros a e b.

1.2.1 Adigao e Multiplicagcao com niimeros reais

Adicao é uma das operacoes basicas da aritmética. Na sua forma mais simples, adicao
combina dois niimeros (termos, somandos ou parcelas) em um tnico nimero chamado “a

soma”. Adicionar mais numeros corresponde a repetir a operagao.
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Pode também ser uma operacao geométrica, a partir de dois segmentos de reta dados

determinar um outro cujo comprimento seja igual & soma dos dois iniciais.

Definicao 1.2. Lei de composi¢ao interna.

outro elemento c € A.

Seja A subconjunto dos numeros reais R. Lei de composi¢ao interna sobre um

congunto A € uma relagao em que, a cada par de elementos de a,b € A corresponde

Exemplo 1.1.

e Dados 8,9 € N temos 8+9 = 17 € N. Aqui, a lei de composi¢ao interna € a adi¢ao.

12
e Dados 12, 4 € R temos 1= 3 eR. Aqui, a lei de composi¢ao interna € a divisao.

e Dados 18, 7 € N temos 7 — 18 = —11 ¢ N. Aqui, nao existe lei de composi¢ao

terna.

Consideremos dois axiomas definidos no conjunto dos niimeros reais R. Estes axiomas

definidos pelas leis de composi¢ao interna sao:
Axioma da Adigao (Soma):

Para todo nimero real a e b, temos que a + b é um nimero real.
Axioma da Multiplicagao (Produto):

Para todo ntimero real a e b, temos que a - b é um niimero real.

Onde estes axiomas da adicao e a multiplicacao de ntimeros reais cumprem as seguintes

propriedades:
Al Va,b eR a+b=b+a (comutativa)
A2 VYoa,bceR (a+b)+c=a+ (b+c¢) (associativa)
A3 30€R/. a+0=0+a=a Va€eR (neutro)
A4 VaeR I —-a€R/. a+(—a) = (—a)+a =0 (inverso aditivo)
P1 Va beR ab = b.a (comutativa)
P2 Va, b ceR (ab).c = a.(b.c) (associativa)
P3 d1€R/. al=la=a Va€eR (neutro)

P4 VaeR, a#0, FJateR/. aa! = a'la = 1 (inverso multiplicativo)

D1 VYa,bceR a(b+c) = ab+ ac
D2 VYa,b ceR (a+0b).c = ac+ bc

Propriedade 1.1.

Para todos os niumeros reais a, b, ¢ temos as sequintes propriedades :

(distributiva)

(distributiva)
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1. Os elementos neutro, inverso aditivo e multiplicativo sao tinicos.
2. a = —(—a).

3. Sea # Oentaoa = (a™ ')

4. a.0 = 0.a = 0.

5. —a = (—1).a

6. a.(—b) = (—a).b = —(a.b)

7. (—a).(=b) = a.b

8. a+c =b+c se esomentese a = b.

9. Sea.c =bc e ¢ # 0,entao a = b.

10. a.b = 0 se,esomentese a = Ooub = 0.

11. a® = b? se,esomentese a = boua = —b.

Demonstragao. (2)

Pelo Azioma A4, temos: Va € R existe —a € R que cumpre a igualdade a + (—a) =
(—a) +a = 0. Assim para todo (—a) € R existe —(—a) € R que cumpre a igualdade
(—a)+(=(=a)) = (=(=a))+(=a) = 0. Entao a+(=a)+(=(=a)) = (=(—a)) +a+(-a);

isto ¢ a = —(—a). O

Demonstragao. (4)

a.0=a(0+40); pois0 =040

Logo, pelo Azioma D1 segue a.0 =a-(0+0) = a.0 + a.0, entdo a.0 =0 O
Demonstragao. (5)
a+ (—l)a=1l.a+(—-1).a isto de a = l.a
=1+ (-1)].a distributividade
=0 1+ (=1)]=0 e a0=0
entao, aplicando o Azioma A4 para a, segue (—1)a = —a [

Demonstragao. (9)

a=a(cct) istodea=a.1l e 1=c.c ! poisc#0
= (a.c).c7t = (b.c).c! por hipotese. O
=blcct)=b cocl=1 e b-1=0

Demonstragao. (10)
Suponhamos a = 0 ou b = 0. Entao pela Propriedade (1.1)-(4) segue a-b = 0.
Por outro lado, suponha.

Suponhamos a-b =0 e que a # 0. Entao a (a.b) = a 1.0 = 0,isto é (a7 -a)-b =
1-b = 0;logo b = 0. De modo analogo, suponha que b # 0. Logo a = 0.
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Definicao 1.3.

A diferenca e o quociente de dois niumeros reais € definido por:

1. a—b=a+(-b) diferenca.

2. =ablseb #0 quociente

a
b

Propriedade 1.2.

Para todos os niumeros reais a, b, ¢, d, temos:

1. a—b=—(b—a).
2. a—b=c,entao a=b+c.
3. a.(b—c)=ab-—a.c.
a ¢ ad+bc
4. b d 5 e v
Seb#0 e d#0,entao b+d o
. a ¢ ad—bc
5. Seb#0 e d+#0, entao P e

6. Sea#0 e ar+b=c,entao g =S

a
Demonstragao. (1)

Sendo a e b nimeros reais, entao a — b é um niumero real. Logo existe seu oposto
aditivo —(a — b). Assim (a — b) + (—(a — b)) = 0.
Pela Definicao (1.3) segue:

(@=b)—(a—b)=0 ou a+(=b)—(a—b)=0 (1.1)

Por outro lado, —(b—a) é um ntimero real, logo existe seu inverso aditivo —[—(b—a)],
logo —(b—a) + {—[-(b—a)]} = 0. Assim pela Propriedade (1.1)-(2) temos: —(b—a)+
(b —a) = 0 entao

—(b—a)+b+(—a)=0 (1.2)

De (1.1) e (1.2) temos (a+ (=b) — (a—10b)) + (=(b—a) + b+ (—a)) = 0, isto &
—(a—">) + (—(b—a)) = 0; onde pela Propriedade (1.1)-(8) do oposto aditivo de (a — b)
resulta  —(b—a)) = (a—0). O

Demonstragao. (6)
Sejam a # 0 e ax + b = ¢, entdo pela Propriedade (1.2)-(2) concluimos ax = ¢ —b.
Pelo oposto multiplicativo do ntimero a # 0 temos a™!(ax) = a~*(c—b) e, pelo Axioma

P3 e Definigao (1.3)-(2) resulta 1z = - O

a
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Demonstracao. (2) - (5)

Exercicio para o leitor.

Definicao 1.4. Numero par.

Dizemos que a € Z € numero par se existe 3 € Z tal que a = 2.

Em Z, todo niimero que nao é par, é denominado ntimero impar.
Observacao 1.1.

1. Todo nimero impar b € Z é da forma b =2a + 1, para o € Z.

2. Segundo nossa defini¢ao de nimero par, o zero € par.

Definicao 1.5. Divisor comum.
Sejam os niumeros a, b,d € Z se, d divide a a e b, o numero d é chamado divisor

comum de a e b.

Propriedade 1.3.
Dados os numeros inteiros a e b, existe um divisor comum da forma d = ax + by para

algum x, y € 7Z; e, todo divisor comum de a e b divide este d.

A demonstragao é exercicio para o leitor.

Definicao 1.6. Mdximo divisor comum.
O mdximo divisor comum dos nimeros a e b nao nulos (escritos como produto de
fatores primos) denotado mdc{a, b} € o produto dos fatores comuns a eles, cada

um elevado ao menor expoente.

Definicao 1.7. Minimo mailtiplo comum.

O minimo maltiplo comum dos nimeros a e b nao nulos (escritos como produto de
ab

fatores primos) denotado mmc{a, b} = mdc{a, b}

Definicao 1.8. Numeros primos.
Seja n € 7, dizemos que n € numero primo, se n > 1 e seus unicos divisores
positivos sao 1 e o proprio n. Se n nao € numero primo entao € chamado de

numero composto.
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Exemplo 1.2.
e Sdo numeros primos: 2, 3, 7, 1113, 17, 19
e Nao sao mumeros primos, sao numeros compostos: 4, 6, 8, 10, 16, 24.
Propriedade 1.4.
Todo niimero inteiro n > 1 € numero primo ou produto de niumeros primos.
A demonstragao é exercicio para o leitor.

Propriedade 1.5. Algoritmo de Euclides.
Para quaisquer dois nimeros inteiros nao nulos a e b, existem inteiros unicos q e r,

denominados, respectivamente, o quociente e o resto ou residuo, tais que:
a=bq+r, 0<r<b

A demonstracao é exercicio para o leitor.

Exemplo 1.3.
(a) —2805 = —24(119) + 51 (b) 758 = 3(242) + 32
(c) 780 =—16(—48) + 12 (d) 826 =133(25)+1

Definicao 1.9. Numeros relativamente primos.

Dizemos que dois nimeros a, b € Z sao relativamente primos, se o mdc{a, b} = 1.

Exemplo 1.4.

Os sequintes conjuntos, sao de niumeros relativamente primos:

A= {8, 9} B = {86, 25} C = {32, 49} D = {18, 19}
Exemplo 1.5.

2 5 3 1
Emprester os 3 dos 5 dos R de um dinheiro que tinha e ainda tenho de um R de

milhao de reais. Que quantidade de dinheiro emprestei ¢

Solugao.

O significado matematico das palavras “dos”, “das”, “do”, “de”, podemos entender
como se for o operador da multiplicacao.

2.,5.,3 1
Suponha que tinha x reais. Emprestei (g)(g)(g)x, logo tenho (5)(1000, 000). Assim:

2.,5.,3 1

= (D)E)(E)r = (7)(L000.000) =



Calculo Diferencial em R 11

1 2
T — 593 = 200.000 = gx = 200.000 = x = 300.000

Portanto, tinha 300.000 reais e emprestei R$100.000.

Exemplo 1.6.

Ao chegar a minha casa encontrei varias aranhas e baratas, depois de matar estes 16
insetos, contei o numero de patas e observei que eram 108. Calcular quantas baratas e
aranhas encontrei ao chegar a casa.

Solugao.

E suficiente sabermos o niimero de patas que cada inseto possui, e em seguida analisar
os dados e o que se pede no problema.

Suponha, que existam b baratas e (16 — b) aranhas. Como, cada barata tem 6 patas
e cada aranha tem 8 patas, temos que: 60+ 8.(16 — b) = 108. Logo, b = 10.

Portanto, o total de baratas que encontrei foram 10 e as aranhas totalizaram seis.

Exemplo 1.7.
Um fabricante de latas, deseja fabricar uma lata em forma de cilindro circular reto
com 10 ecm de raio e 6283,2 cm?® da capacidade. Determine sua altura.

Solugao.

Sabemos que o volume V', do cilindro circular reto de raio r e altura h é dado pela
formula V' = 7r2h. Pelos dados do problema temos r = 10 cm, V = 6283, 2 cm?3. Assim

na férmula

6.283,2 cm® = 7(10cm)®.h = 6.283,2 cm® = (3,1416)(100 cm?).h =

_6.283,2 cm?

283, 2 em? = (314, 1 Hh=h= =2
= 6.283,2cm” = (314,16 em*).h = 314, 16em? 0cm

Portanto altura do cilindro devera medir 20 e¢m.

Exemplo 1.8.
A média aritmética de 8 niimeros € 6; jd a média aritmética de outros 6 niumeros € 8.
Entao a média aritmética desses 14 nimeros é:

Solugao.

Suponhamos temos os nameros ai, as, ag, -+, a7, ag € by, by, by, ---bs,bg . Pelos
dados do problema temos que:
atagt - tartag 6 o by +by+ -+ b5+ bg _ g
8 6
Entdo, ay +as+---+ar+as=(8)(6) e by +by+---+bs+bs = (6)(8), logo:
a1 +as+ - +ar+ag|+ by +ba+ -+ b5+ bg] = (8)(6) + (6)(8) = 96.
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[CL1+CL2+"'+CL7+CL8] [b1+b2+"'+b5+b6] 96
L = — =0, 84.
o8 8+6 i 846 4

Portanto, a média aritmética desses 14 ntimeros é 6, 84.

Exemplo 1.9.

Quantos litros de oleo devem ser adicionados a 10 litros de uma mistura que contém
15% de dleo, para obter outra mistura que contenha 25% de dleo?
Solugao.

Suponha que na mistura original tenhamos que adicionar x litros de 6leo.

Observando a Figura (1.3), temos:

15 25(10 + x)
10(— =—= . _
(0) + 2 100
T —fF— o6leo —
Resolvendo a equagao temos que x = é
| 3 10< 25%

Portanto, teremos que adicionar 3 litros de 6leo. v =a

15% — —_0leo

Exemplo 1.10.

Lancam-se dois dados nao-tendenciosos. Qual Figura 1.3:

a probabilidade da soma dos pontos ser igqual a 7 ?

Solugao.

Com os dados Dy e Dy podemos obter os conjunto de casos possiveis:
Dy x Dy ={(1,1),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),(3,1),...,(4,1),...,(5,1),...(6,5),(6,6)}

Os casos favoraveis sao  { (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1) }.
Podemos observar que ha 6 x 6 = 36 resultados possiveis igualmente provaveis, em 6
dos quais a soma vale 7.
1

6
A probabilidade da soma dos pontos ser igual a 7¢é P = w6

Observacgao 1.2.

Sendo a, b, ¢ trés algarismos escreveremos abc para indicar que
abe = 100a + 10b + ¢

em geral, se ay,, An_1, An_2, * G109 SAO algarismos,

Anln_1Gn_3 - a1ay = 10"a, + 10" ta,_; + 10" 2a,_5 - - - 10a; + ayg

€ chamada “decomposicao polindémica de um numero na base decimal.”
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Exercicios 1-1

= ’ 4
T ’
o \

1. Sejam, N o conjunto de niimeros naturais e Z o conjunto de ntmeros inteiros. De-

termine quais dentre as seguintes proposigoes é verdadeira (v) e qual ¢é a falsa (f).

1. N=2Z" 2. N"=%Z 3. Nt=27Z" 4. NCZ

2. Das seguintes proposigoes qual é verdadeira (v) ou falsa (f).

1. NCZCcQCR 2. ICR 3. QNnI=90
4. R-Q=I 5. NC(Q-27) 6. NUZ=Q
7. Z" =N 8. ZNQ"=N

3. Verifique quais das seguintes proposigoes sao verdadeiras:

1. 7,43333..€l 2. ?e@ 3. 541€(Q-7) 4. —-5¢Q

5. 2,71854¢1 6. 0¢Z 7. V-T¢R 8. —ge(R—@)

4. Construa um diagrama contendo os conjuntos N, Z, Q e I e situe os seguintes

nameros:
3 3
1 % 2. /=3 3.0 TR 5 843
6. g 7. =5 8 —0,60 9. 2,573 10. 0,333---
1
1. -~ 4 0 13. —(—§)2
3 3 2

5. Mostre que, se 22 = 0, entao x = 0.
6. Mostre que, se p é nimero impar, entao p? ¢ fmpar.
7. Mostre que, se p é niimero par, entdo p? é par.

8. 1. Se a é racional e b irracional, a + b necessariamente ¢é irracional?
2. Se a ¢ irracional e b irracional, a 4+ b necessariamente ¢ irracional?

3. Se a é racional e b irracional, ab necessariamente é irracional?
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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4. Existe ntimero real a tal que a? seja irracional, porém a* racional?

5. Existem dois nimeros irracionais tais que sua soma e produto sejam racionais?
Mostre que V/2 ¢ um namero irracional.

Um subconjunto A C R diz-se estavel aditivamente se, Va,b € A temos (a+b) € A;

e estavel multiplicativamente se, V a, b € A temos (a - b) € A.

1. Dados os conjuntos A ={2,4,6,8,---} e B={1,3,57,9, ---}, determine

se eles sao conjuntos estaveis aditiva e multiplicativamente.

2. Dados os conjuntos: N, Z, Q e R determine quais sao estaveis respeito das

operagoes de: i) adi¢do; ii) multiplicacao.

Mostre que 2 e 3 sdo as Unicas raizes da equacao 22 — 5z + 6 = 0.

Transforme cada uma das expressoes em um tnico radical:

1. VAL 2. {Ju/ydz 3. \/xy

Determine a condicao para que seja possivel expressar \/ a + Vb na forma Vo + VY

onde a, b, x e y sejam numeros racionais.

™

N

Escreva as expressoes abaixo como uma soma de radicais:

1. 12 + /140 2. 13 — /160 3. 9—+/72

Simplifique as seguintes expressoes:

1 1 1 2+v5 1-+5

1. —(—+—F—=—— 2. + 3. (V9-+3)?
V2 V4 V16 2—-v3 2+V3 ( )
Sejam a, b, ¢, d, m, n e p nimeros reais positivos. Mostre que se ae_2_°¢ entao

mﬁp

vam +vVbn + \fep=+/(a+b+c)(m+n+p) .

Dados os niimeros a = 710 e b = 68.

1. Determine o méaximo divisor comum de a e b.

2. Determine o minimo multiplo comum de a e b.

Ha seis anos, a idade de Alberto era quatro vezes a idade de Pedro. Calcular suas

idades atuais sabendo que, dentro de quatro anos, Alberto s6 terd o dobro da idade
de Pedro.

1 2
A idade de Maria é 5 (metade) de 3 da idade de Marisa. Se Marisa tem 24 anos.

quantos anos tém Maria?
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

A soma das idades de 3 pessoas ¢ 97. A maior tem 29 anos mais que a menor, € a

do meio 18 anos menos que a maior, Calcular a idade de cada uma.

Quanto de agua deve ser adicionada a 100 cm?® de 80% de uma solucao de 4cido

borico, para reduzir-la a 50% da solucao ?

Ao dividir o nimero D por d obtemos como quociente ¢ e como resto r. Se aumen-
tarmos o dividendo D em 15 unidades e o divisor d em 5 unidades, o quociente e

resto originais permanecem iguais. Qual foi o quociente?

Compram-se cadernos de forma progressiva da seguinte maneira: no primeiro dia
14 cadernos; no segundo dia 15 cadernos; no terceiro dia 16 cadernos e assim su-
cessivamente. Depois de 30 dias consecutivos comprando, quantos cadernos foram

comprados no total ?

O denominador de uma fragao decimal ¢ 3 a menos que o dobro do numerador.
Se o numerador aumenta em 5 e o denominador em 14, o valor da fracao ¢ 7/15.

Determine a fracgao.

Expedicao: Planeta K

Informe: Ao chegar ao planeta K, achamos seres vivos como em nosso planeta,
embora também tenham 20 dedos, eles tém um membro a menos, e um dedo a mais
em cada membro.

Pergunta-se: Possivelmente que tipo de seres habitam o planeta K 7
Determine dois niimeros tais que sua soma, produto e quociente sempre sejam iguais.

Uma lebre seguida por um galgo leva uma vantagem de 50 saltos. O galgo d& 5
saltos enquanto que a lebre da 6 saltos, mas, 9 saltos da lebre equivalem a 7 do

galgo. Quantos saltos dara a lebre antes de ser alcangada pelo galgo 7

Uma sequéncia de nimeros reais é dita uma progressao aritmética de segunda or-
dem quando a seqiiéncia formada pelas diferencas entre termos sucessivos for uma
progressao aritmética. Assinale a alternativa na qual se encontra parte de uma

progressao aritmética de segunda ordem.

A)={0, 5, 12, 21, 23} B)= {6, 8, 15, 27, 44} C) ={3,0,4,5, 8}
D) ={7,3,2,0,-1} E) ={2, 4, 8, 20, 30}
Mostre que, se p ¢ um nimero primoe a; € Z, +=1, 2, 3, ---, n, entao:

(a1 + ag + a3 + -+ + a,)?) =af + db + daf +---+ ab + kp para algum k € Z.
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30.

31.

32.

33.

34.
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Sejam a, b € 7Z tais que (a, b) = 1 sendo a e b diferentes de zero. Mostre que

. . 1 T oy
existem x, y € Z tais que — podemos escrever na forma — = — + =
ab ab a b

Mostre que todo quadrado perfeito ¢ da forma 5n ou bn + 1 para n € Z.

Verificar que todo nimero natural composto por cinco algarismos n = zmdcu é

miultiplo de:
1. 2 se, e somente se, u =0, 2, 4, 6, 8. Isto é, se o algarismo das unidades de n
for multiplo de 2

2. 3 (ou9) se, e somente se,a soma z + m + ¢ + d + u for divisivel por 3 (ou 9).

Onde =, m, ¢, d, u sao os algarismos de n
4 se, e somente se, o numero du for multiplo de 4, ou n é da forma a = xm200.
5 se, e somente se, u =0 ou u = 5.

6 se, e somente se, n for divisivel por 2 e 3.

e vk w

8 (ou 125) se, e somente se,0 nimero cdu for divisivel por 8 (ou 125), ou n da

forma n = z000.
7. 11 se, e somente se, (d+ m) — (x + ¢+ u) for divisivel por 11.

8. 25 se, e somente se, o namero du for multiplo de 25, ou du = 00.
Determine uma regra que permita saber se um ntmero natural n ¢ multiplo de 7.

Uma aranha se encontra no vértice A de um cubo sélido cuja aresta é de 10cm, e
tem a intengdo de capturar uma mosca que se encontra no vértice oposto B (ver
Figura (1.4)). A aranha deve caminhar sobre a superficie do cubo solido e encontrar

o caminho mais curto. Encontre o comprimento desse caminho.

Figura 1.4:
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1.3 Relacao de ordem

Axioma 1.1. De existéncia.
No conjunto R, existe um subconjunto denotado RY, chamado, “conjunto dos nimeros

reais positivos”, que cumpre o sequinte:

i) Todo nimero real a cumpre uma e somente uma das seguintes condigoes:

a € RY, —a € RT, ou a=0

iil) SeaeR" e be Rt entdo a+beRT e a-beRT.

Definicao 1.10.
Sejam a, b € R, diz-se que “a é menor que b” e se escreve a < b, somente quando
(b—a) e RT.

Desta defini¢ao temos que a € RT se, e somente se, (a —0) € RT, logo 0 < a.
Observacao 1.3.
i) Se a < b, podemos escrever b > a, e se lé “b € maior que a”.

ii) Diz-se que “a é menor ou igual que b” e se escreve a < b se e somente se a < b ou

a=">o.
iii) Rt ={aeR/. 0<a}={a€eR/. a>0}.
iv) a € RT se, e somente se, 0 < a, também podemos escrever a > 0.

Propriedade 1.6.

Para todo nimero real a, b, ¢, d temos:

l.a=b ou a<b ou a>>b tricotomia
2. a2 > 0, VaeR (a>>0 se a#0) positividade
3.5ea<b e b<c, entao a<c transitiva
4. Sea<b, entao at+c<b+4+c VceR monotonia na soma

5. S5ea<b e c¢<d, entao a+c<b+d
6. Sea<b e ¢>0, entao a.c<b.c monotonia no produto

7.5ea<b e c¢<0, entao a.c>b.c
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea<b, entao —a > —b.
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Sea>0, entdio a!'>0(Sea<0,entioa ! <0)

Se0<a<b, entao a'>b1>0(Sea<b<0entao0>a'>0b1)

ab > 0 se e somente se (a >0eb>0) ou
ab<0 seesomentese (a>0 e b<0)

Sea>0 e b>0;a<b seesomente se

a>+b>=0 seesomentese a=0eb=0.

Sea?<b, entio -vVb<a<b

a2 > b, entdo a> Vb ou a< —+b

Demonstragao. (1)

ou (a<0

a? < b

(a<0 e b<0)

€

b > 0)

Sejam a, b € R. Entao, a — b € R, pelo Azioma (1.1)-(i), temos que uma e somente

uma das seguintes condigoes se cumpre: a —b € RT ou —(a —b) € Rt oua — b= 0.

Entao,a—b>0o0oub—a>0o0ua=0>b,istoé,a>boub>aoua=0>.

Em particular, se a € R, entao a >0 ou a <0 ou a=0.

Demonstragao. (2)

Se a € R entao a =0 ou a # 0.

a=0=a>=0

Sea#0 ,entao a € RT ou —a € R*, logo a®> = a.a € R* ou

a®> = (—a)(—a) e Rt = a®> >0

De (1.3) e (1.4) segue que a? > 0.

Demonstragao. (6)

Sea<bec>0entdaob—aeRT ecomo ce R, logo ¢(b—a) e RT.

Assim, (bc — ac) € RT, logo (bc — ac) > 0, entao bc > ac ou ac < be.

Demonstragao. (9)

Seja a > 0 , entao existe a~' e pelo Azioma (1.1) temos a~

> 0 ou a”

(1.3)

< 0 ou

a~! = 0. Este tltimo caso a~! = 0 é impossivel, pois teriamos que a.a™! = a.0 = 0 o que

levaria a igualdade 1 = 0 que é um absurdo.

Se a.a™! < 0, entdo pela propriedade da monotonia do produto resulta: a t.a < 0.a ,

entao 1 < 0, que é um absurdo.
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Assim, resulta que se a > 0, entdao a=* > 0. O

Demonstracao. (11)

Pela Propriedade (1.1)-(10), se ab > 0 entdao a # 0 e b # 0. Portanto quando a > 0
temos a~' > 0. Assim b= a"!(a.b) > 0.

Analogamente, se a < 0 entdo a™' < 0eb=a"'(a.b) <0.

Portanto, se a.b > 0 entdo (a <0eb<0)ou(a>0eb>0) O

As demais propriedades sao exercicios para o leitor.

Definicao 1.11.
Uma equacao € uma expressao algébrica que contém o simbolo da relacao de igual-
dade.

Sao exemplos de equacoes: z+7=3; 22—5=x; 2z —5=a'—62.

No que segue, entenderemos que “resolver uma equag¢ao E(x) = 07, onde F(z) é uma
expressao algébrica, significa determinar nimeros x* = a € R de modo que a igualdade
E(a) = 0 seja verdadeira.

Por exemplo, ao resolver a equagao 4x — 8 = 0 obtemos = = 2, pois 4(2) — 8 = 0.
Por outro lado ao resolver a equacao z2 + 9 = 0 obtemos que 22 = —9 , a qual nao tem

solucao em R. Lembre-se que 22 >0 Va € R.

Observacao 1.4.
Sejam a,b € R tais que b > 0. Se a? = b diz-se que: “a € raiz quadrada de b” e
denota-se a = V/b.

Por exemplo v/4 = 2 ou —2, pois 2% = (—2)? = 4.

No que segue entenderemos Vb como a raiz quadrada positiva e Vb como a raiz
quadrada negativa. Assim, Vi=2e-4=-2

Se b < 0, pela Propriedade (1.6)-(2) nio existe a € R tal que a? = b. Portanto em R

nao existe raiz quadrada de ntimeros negativos.

Propriedade 1.7. Formula de Bhaskara.’.
Sejam a, b, c € R, onde a # 0, entio a solugdo da equacio: ax®+bx+c =0, é dada

pela expressao:
~ —bE Vb —dac

2a

Xz

Demonstracgao.

b
Dividindo a equacio az?+bx+c = 0 por a # 0 resulta a expressio x> + (= )z + € 0.
a a

"Bhaskara Acharya (1114 — 1185), nascido na India. Foi ele quem preencheu algumas lacunas na obra
de Brahmagupta, dando uma solugao geral da equacao de Pell e considerando o problema da divisao por
Zero.
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Completando quadrados

b ¢ b b b\° b ¢ b —dac
2,92 Sy 2y o I T
v 2ax+a+(2a) (2(1) x+2a (2a) a 4a?
—bE Vb —4
Obtendo a raiz quadrada resulta: x = 5 ac O
a
Exemplo 1.11.

Resolver a sequintes equagoes:
a) 3r+2=14-z b) z?—-2x-3=0
c) 2'—1322+12=0 d) z*-322+z2+2=0

Solugao. (a)

3v+2 =14 —z, entdo 3z +2) +x = (14 — z) + z, logo (3z + =) + 2 = 14, entdo
4dx 4+ 2 = 14. Pela Propriedade (1.2) - (6) vem que x = 1T_, logo # = 3 ¢é solugao da
equagao. U
Solugao. (b)

> — 2z — 3 = 0, entdo (z + 1)(x — 3) = 0, pela Propriedade (1.1)-(10) segue que
r=—1louxz=3.

De outro modo, completando quadrados 22 —2z —3 =0 entdao 22 — 22 +1—-3=0+1
isto ¢ 22 — 2z + 1 =4, logo (z — 1)* = 4. Da defini¢ao de raiz quadrada x - 1 = 2 ou x -

1 = -2 . Portanto x = 3 ou x = —1 é solucao da equagao. O

Solugao. (c)

ot — 1322 + 12 = 0 entdo (2% — 12)(2* — 1) = 0, assim temos que 2% — 12 = 0 ou

22 —1=0. De 2> —1 = 0 segue que (z—1)(x+1) =0, entdo x = —1 ou z = 1 ¢ solugao.
De 2? — 12 = 0 segue que (z —V12)(z +V12) =0 e z = —v/12 ou z = /12 é solugao.
Portanto, x = —1, z =1, x = —V120u x = /12 sao soluc¢oes da equacao. U

Solugao.(d)

23— 32?2 + 1+ 2 = 0, escrevendo na forma de fatores 2° — 322 + 2 +2 = (2 — 2) (2 —

2

x—1)=0,entdo x —2 = 0 ou z* — x — 1 = 0, completando quadrados a esta tltima

1 5
igualdade resulta: (x — 5)2 =7
1 1 )
De z — 2 = 0 segue que x = 2 é solugao; de (x—§)2: 2 seguequexzé—i-\/?_ ou
1 ) .
r = - — — & solucao.
2 2
1 5 1 5
Portanto, x =2, x = 3 + \/7— oux = 3~ g é solucao da equacao.

Exemplo 1.12.
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Determinar o menor nimero positivo M de modo que, para todo nimero real x, acon-
teca 6z —a% < M.

Solucgao.

De 62 — 22> < M completando quadrados temos que 3% — 3% 4+ 62 — 22 < M. Assim
9 — (z — 3)> < M. Quando x = 3 teremos o menor nimero positivo M = 9.

Observe, quando M > 9 também cumpre as condigoes da desigualdade.

Definicao 1.12. Parte inteira.
A parte inteira de um nimero real x denotada por [|z|] € o maior nimero inteiro

que nao ultrapassa x.

Desta definigao resulta que o ntimero [|z|] é Gnico, e sempre [|z|] < z. Por outro lado,
como [|z|] é o maior inteiro que cumpre esta desigualdade, e temos que = < [|z|] + 1.
Portanto, [|x|] € o ntimero inteiro que cumpre as desigualdades: [|z]] < x < [|z]] + 1 ou
(x = 1) <[Jz]] <.

Exemplo 1.13.

17
Das desigualdades: 3 <m <4, 5< 3 <6, —-2< —V2<—1¢5=5<6 resulta

we (e =3, [|5]]=5 1-val=-2 cls)=5

Propriedade 1.8.

Seja x um niumero real:

—[||] se x€Z.

i) [l —al) =
—[|lz|] =1 se =z¢Z.

i) [lz+yl] =[] + [yl ow [lo+yll =zl +[lyl] +1

iii) [|z+n|] =][z]] +n para todo inteiro n.
n—1

. k

iv) el =Y [|e+ EH
k=1

Demonstracao.

Exercicio para o leitor.

Exemplo 1.14.

a) [|— 5[] = —[5] b) [[-5]=-[f5] -1=0-1==
o) [l3+5]] =lol O (35l =[5+ 5] +1=1+4+1=0
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o [T =[40+ [ =101

0 (550 - 1550 =150 -2
o [5G =0l +I5+350+ 5+ 50+ 5+ +5+50 -

—0+04+1+14+1=3

Propriedade 1.9. Principio de Arquimedes®.

Sea >0 eb>0 sao numeros reais, entao existe um inteiro positivo n tal que a-n > b

Demonstracgao.

1 b
Se a > 0, entao — > 0, sendo b > 0 temos que — > 0.
a a

b
Definimos o nimero n = Hl + —H; isto é a parte inteira do ntimero real (1 + —). Da
a a

’l =n.

Portanto, a-n > b. O

b
Defini¢ao (1.9) temos que (1+—) —1 < Hl + -
a a

Exemplo 1.15.
Sejam a, b € RY, tais que a -b= 1. Mostre que a + b > 2.

Demonstracgao.

Da hipotese a.b =1 temos que 0 <a <1 el <bh, entaio0<(l—a) e0<(b—1)=
0<(l-a)b—1)=b—-1—-ab+a=b—1—1+a.
Portanto, a +b > 2.

Observacao 1.5.

E importante lembrar algumas propriedades bdsicas de niumeros reais:

i) a® =1 somente se a # 0; caso a = 0 a expressao 0" nao existe.

. Q -~ a .
ii) 5 € R, somente se b # 0; caso b = 0 entao g hao existe.

iii) Va.b = \/5\/5 desde que a e b sejam positivos, suponha a = —1 e b = —1, entao

1 =+/(=1)(=1) = vV—1v/—1 nao existe em R, o namero 1 nao devemos escrever

com elementos que nao existem em R.

iv) A expressao +oo é a ideia de um nimero positivo, o maior de todos porém (+o0)

+00 ~ . . ~
- (+00) = 7, ou —— = 7 sdo formas indeterminadas. Nao se deve operar com os
00

simbolos 400, —00, como se fossem niimeros, pois nao o sao.

6 Arquimedes (287 — 212 a.C.), chamado “o maior intelecto da antiguidade”, foi um dos primeiros
fundadores do método cientifico.
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Aplicagoes com niimeros reais

Exemplo 1.16.

Em ambas as margens de um rio crescem palmeiras, uma em frente a outra. A altura
de uma € de 30 m, e da outra € 20 m. A distdncia entre seus troncos € de 50 m.

Na parte mais alta de cada palmeira descansam pdssaros, de subito dois pdssaros (um
em cada palmeira) avistam um peize que aparece na superficie da dgua, entre as duas
palmeiras. Os pdassaros voardo e alcangaram o peize ao mesmo tempo. Supondo a mesma
velocidade; a que distdncia do tronco da palmeira menor apareceu o peize?

Solugao.

Suponhamos que o peixe apareceu a
uma distancia de x metros do pé da pal-
meira menor Figura (1.5), entdao pelo teo-

rema de Pitagoras:

30m 20m
(50 — x) x
V202 4 22 = /302 + (50 — )2
50m
20° 4+ 2% = 30 + (50 — x)? Figura 1.5:

2 — (50 — 7)? = 30* — 20° = 27 — 50 = 10 = x = 30
Portanto, o peixe apareceu a uma distancia de 30 m da palmeira menor.

Exemplo 1.17.

135 99 1
M ' = — < —,
ostre a desigualdade x 516 100 < 10

Solugao.
2 4 6 100
h .22 :
Suponhamos y 3 57 01’ desde que
L2 345 69 1w
2 3 4 5’ 6 7 7100 101

) 1234 56 99 100
resulta que = <y logo, z° < xy = 232567 100 101

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros desta tltima desigualdade obtemos

1 1

Exemplo 1.18.

Queremos construir uma caiza de papelao de 10 cm altura, sendo a base um retingulo

de largura 10 cm menos que seu comprimento. Se o volume da caiza deve ser de 6000 cm?,
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quais as dimensoes da caiza que suporta maior volume?
Solugao.

Suponhamos que o comprimento seja

xem. Entao segundo os dados do problema

temos uma caixa como na Figura (1.6).
Logo 10z(z—10) = 6000 = x(z—10) = 10 T — 10
600 = 2? — 10z — 600 = 0. x
Pela Propriedade (1.7):

10+ /10% — 4(—600) Figura 1.6:

— 5425
. 2

Portanto z = 30, e as dimensoes da caixa sao: altura 10 cm, e comprimento da base

30 cm e largura da base 20 cm. U

Exemplo 1.19.

. S . 1 1 1 1
Determine a parte inteira do nimero: t =14 —+ —+ — + —.

V2 V3 VA5

Solugao.

Observe, calculando as raizes por falta e por excesso em menos de 0,1 obtemos as

desigualdades:

1 1
1<1<1, 07<—=<08, 05<—7=<06, 05<
- V2 V3

Somando estas desigualdades, encontramos que 1 + 0.7
0.8+0.6+0.54+0.5 istoé 3,1 <z < 3,4.
Logo [|z|] = 3.

1
<05 04<—<05
B V5

1
V4
+05+05+04 << 1+

Exemplo 1.20.
Decompor o nimero 60 em duas partes de modo que o produto de ambas as partes seja
0 maior possivel.

Solugao.

Consideremos os nimeros x e 60 — x, observe que a adi¢ao de esses niimeros é 60.

Seu produto é: P = z(60—x) = 60z —2* = 30 —30%+2(30)z —2* = 30> — (30 —x)>.
Para que o produto seja o maior possivel tem que acontecer que x = 30. logo os niimeros
sao: 30 e 60 — 30.

Portanto, os ntimeros sao 30 e 30.

Exemplo 1.21.
Sabe-se que a média geométrica de n nimeros, é sempre menor ou igual a sua média

aritmeética.
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De todos os paralelepipedos com soma fixa de suas trés arestas reciprocamente perpen-
diculares, determine o paralelepipedo de volume mdximo.

Solugao.

Seja m = a+ b+ ¢ a soma das arestas do paralelepipedo. Logo seu volume é V' = abe.

Aplicando a propriedade da média geométrica segue

3 3 at+tb+c m m3
V= Vabe< =2 < =
Vv abc < 5 5 = V_27

A m®
O volume serd méximo somente quando V = o7 e isto acontece somente se a = b =

C= —.

3

Portanto o paralelepipedo é o cubo. O

Exemplo 1.22.

Mostre que, sea; >0 1=1,2, 3, ---, n entao:
n-a1aa3. - Qp_10y, < ay +ay a5 +---+a,_, +a,

Solugao.

Pela propriedade da média geométrica temos que:

af +ay +az+---+a, |+ ay

n

a1a9a3 -+ Gy = {L/a?agag ceeap_qar <
logo multiplicando por n segue:
n-a1a9a3. - Qp_10y, < ay +ay a5 +---+a,_, +a,
Da desigualdade deduzimos:

2 2 3 3 3 4 4 4 4
2a1a9 < aj + a3, 3aragas < ay +ay +ay,  4ajasazas < ap + a4+ as + ay

Exemplo 1.23.
Uma fila de cadeiras no cinema tem 10 poltronas. De quantos modos 3 casais podem
se sentar nessas poltronas de modo que nenhum marido se sente separado de sua mulher?

Solugao.

Lembrando que o fatorial de um ntmero n € N com n > 2 é definido por

nl=n(n—-1)(n—-2)...(3)(2)(1), 0l=1¢e 1l=1
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Entao, escolhida a ordem de cada casal, o que pode ser feito de 2* modos temos que

(B

dos espagos vazios) vezes 3! (colocagao dos 3 casais nos 3 lugares restantes).

x 3! = 1.680.

arrumar em fila 4 espagos vazios e 3 casais, o que pode ser feito de modos (escolha

(31)(4!)

A resposta & 23 x

Exemplo 1.24.

Um mdgico se apresenta usando um paleto cintilante e uma cal¢a colorida e nao repete
em suas apresentacoes o mesmo conjunto de cal¢a e paleto. Para poder se apresentar em
500 espetdaculos, qual o menor nimero de pecas de roupa que pode ter seu guarda-roupa?

Solugao.

Seja ¢ o nimero de calgas e p o nimero de paletos.

Pelo principio fundamental da contagem c¢-p = 500. O menor ntimero de e pegas é
c+p

Pela desigualdade das médias segue

\/c-pg# = 2yc-p<c+p

Como c-p = 500 entao 2v/500 < ¢+ p, logo 44,72 < c+p

Portanto o menor niimero de pecas sera 45.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Exercicios 1-2

. Mostre que, se 0 < a < 1 entao a® < a.

Mostre que, a > b > 0 entao a®> > b* onde a, b € R.

Mostre que, se a, b >0 e a® > b? entdao a > b.

. Mostre que, se a e b sdo positivos (ou negativos) e b > a entao a=! > b1,

Dados os niimeros reais a e b, mostre que 2ab < a? + b?.

1
Mostre que, se a > 0 entdo (a + —) > 2.
a

Mostre que, se a+b+c=1onde, a > 0, b > 0, ¢ > 0, entao temos que, (1 —a)(1—
b)(1 — ¢) > 8abc.

a+b

Mostre que: Se 0 < a < b, entao a < vab < <b.

2ab
. Mostre que: vab > e quando a, b > 0.

a+b
Mostre que, quando a, b, ¢, d € R, entao a* + b* + ¢* + d* > 4abcd.

1 1
Mostre que: a3+—3 >aQ+—2 se a>1.
a a

bc ac ab
Mostre que, se a, b, ¢ >0 entao —+€+—>a+b+c.
a c

Determinar o menor ntimero M de modo que, para todo nimero real x, tenha-se
20 — 22 < M.

Determinar o maior nimero M de modo que, para todo ntmero real x, tenha-se
M < z2? — 16x.

. i a 1
Sejam a e b positivos, mostre que — + — > — +
> a®> " a

3
_ . . _aP+ b a+b
Demonstrar que, se a e b sao niimeros inteiros positivos entao 5 > 2 .

Mostre que, se 22 + 93 + 23 =81, x>0, y >0, 2> 0, entao xyz < 27.

243
Mostre a desigualdade: L > 2

Vaiz+2
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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: . . . -1 1 1
Sejam 0 < a < b, determine a solucao da inequacao — + —— < — + —.
r a+b—x a b
Mostre que se ab > 0, entdao ab > min.{a?, b*}.
1
Mostre que, se a + b = 1, entao: a* + b* > 3

Determine todos os valores reais de 7 para os quais o polindmio: (r? — 1)x* + 2(r —

1)x + 1, seja positivo para todo = € R.

Dados trés ntimeros positivos, sabe-se que seu produto é 1 e a soma desses trés
ntmeros ¢ maior que a soma dos seus inversos. Mostre que um dos niimeros é maior

que 1, enquanto os outros dois sao menores que 1.

Os lados a, b e ¢ de um triangulo satisfazem a relacao a? + b + ¢ > ab + ac + be.
Esse triangulo é equilatero?

Mostre que, se a, b € R sao ntmeros tais que a+b = 1, entao <a+%>2+ (b—i—%)Q > %
A receita da venda de ¢ unidades de um produto é R = 240q e o custo de producao
de g unidades é C' = 190q + 1500. Para que haja lucro, a receita de vendas ha de

ser maior que o custo. Para que valores de ¢ este produto dara lucro?

Além do custo administrativo fixo, (diario) de R$350,00 o custo de producao de ¢
unidades de certo produto ¢ de R$5,50 por unidade. Durante o més de marco, o
custo total da producao variou entre o maximo de R$3.210 e o minimo de R$1.604

por dia. Determine os niveis de produgao maximo e minimo por meés.

Estabeleca para que valores reais de x a area de um circulo de raio x:

a) é maior que 4007 cm? b) nao é superior a 4007 cm?.

Uma piscina infantil deve ter 1 m de altura e o formato de um bloco retangular. O
seu comprimento precisa superar a largura em 0,2 m. Com quanto de largura essa

piscina comportara mais de 2.000.000 litros? (Lembrete: 1m? = 1.000 litros).

Sabe-se que sobre certas condi¢oes o numero de bactérias que contém o leite se
duplica a cada 3 horas. Calcular o namero pelo qual é necessario multiplicar a
quantidade de bactérias do inicio, para obter o nimero de bactérias ao final de 1

dia.

Os alunos da UFT, organizaram uma rifa somente para alunos. Dos quais 45 com-
praram 2 numeros, e o total de alunos que compraram um namero era 20% do
ntmero dos rifas vendidas, 80 nao compraram ntimero nenhum e outros compraram
3 ntmeros. Se o total de rifas vendidas excedeu em 33 ao ntimero de alunos, diga

quantos alunos compraram somente um ntmero da rifa.
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1.4 Desigualdades

Os ntimeros reais podem ser relacionados biunivocamente com os pontos de uma reta L.
Com esta identificacao, dados os nimeros z, y € R de modo que x < y, geometricamente
na reta L, o ponto = esta a esquerda de y a uma distancia (y — x) unidades.

Graficamente.

~— Yy—-x — L

T

Definicao 1.13.
A escrita de wma proposicao matemdtica que contém relagoes do tipo <, >, <

ou > € chamada “desigualdade”

1.4.1 Inequacao

Uma inequagao é uma expressao algébrica que contém as relagoes <, >, < ou >.

Sao exemplos de inequagoes:

3r—4<2+4+x Inequacao de primeiro grau
322 —4x —5<0 Inequacgao de segundo grau
z? —bx + 4 5 '

—_— =2 Inequagao racional

x?—4

3r—4 <242 <322 -4z Inequacao mista
a®—b"<a-—>b Inequagao exponencial
senx — cos?x > 1 Inequacao trigonométrica

Resolver uma inequacgao significa determinar um conjunto de valores que a varidvel
(incognita) tem que assumir, de modo que, ao substituir na inequagdo em estudo, a

desigualdade seja verdadeira. O conjunto em referéncia é chamado “conjunto solugcao”.

Observacao 1.6.
Se tivermos as desigualdades x <y e y < z detona-se v <y < z.

De igual modo:
a) x<y<z significar<y e y<z.
b) x>y >z significar >y e y> 2.
c) x>y>z significar>y e y>z.

d) * > y < z ndo tem significado, é melhor escrever y < z e y < z, nao havendo

relacao entre z e z.
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1.4.2 Intervalos

Sejam a e b nimeros reais tais que a < b. Sao chamados de intervalos os seguintes
subconjuntos de R.

(a, b) ={z €R /. a <z <b} intervalo aberto de extremos a e b, isto é, o conjunto
de ntimeros reais compreendidos estritamente entre a e b.

la, b ={xz € R /. a <z <b} intervalo fechado de extremos a e b, isto ¢, o conjunto
de numeros reais compreendidos entre a e b (incluindo os pontos a e b).

(a, b ={xz € R /. a <z <b} intervalo semi-aberto pela esquerda de extremos a e b
isto é, o conjunto de niimeros reais compreendidos entre a e b (incluindo o ponto b).

la, b)) ={zx €R /. a <z < b} intervalo semi-aberto pela direita de extremos a e b,
isto ¢ o conjunto de ntimeros reais compreendidos entre a e b (incluindo o ponto a).

Logo, um subconjunto I de R é um intervalo se, e somente se, a seguinte cumpre a

seguinte propriedade:

Propriedade 1.10. .
Seja I um intervalo em R, para quaisquer x, y € I com x < y e para qualquer z € R

comzx < z <y, temos z € 1.

A demonstragao é exercicio para o leitor.

1.4.3 A reta ampliada. Intervalos infinitos

Reta ampliada ¢ o conjunto numérico R = RU{—o0, 400}, onde —oco (menos infinito)

e +oo (mais infinito) sdo simbolos que se comportam segundo as seguintes convengoes.

1. —oco<zr<+o00 VzeR 2. x4 (+oo) = (F£o0) + 1z = (£o0)
3. z.(fto0)=(fo0)z=(+0) VreR 4. (£o0) + (£o0) = (£o0) z > 0.
5. z.(to0) = (to0).x = (Foo) VzeR z<0.

Os intervalos infinitos sao definidos como:
(a, +o0)={z€R/. a<zx} [a, +o0)={xz€R/. a<ux}
(—o0, b)={zeR/. z<b} (—o0, b ={zeR/. z<b}
Os simbolos -00, +00 e oo somente sao ideias de “nimeros” porém nao se comportam

€OmMo NUIeros.
Exemplo 1.25.
Dados os intervalos A = [3, 5], B = (4, 7] eC = [8, 10] entao:
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Observamos que a uniao ou intersecao de dois intervalos nem sempre é um intervalo.

Exemplo 1.26.
Seja z € (1, 2] , mostre que x* — 2x € (—1, 0].

Solugao.

Da hipotese = € (1, 2] temos que 1 <z <2/ entao 0 <z —1 < 1.

Logo pela propriedade para ntimeros reais positivos 0 < (z — 1) < 1, assim —1 <
(x—1)2—1<0,istoé —1 < z? -2z <0.

Portanto, 2% — 2z € (—1, 0].

Exemplo 1.27.

. T+ 2
Se x € (0, 2), determine numeros m e M de modo que: m < P <M.
x

Solugao.

Sez € (0,2),entao 0 <x <2, ,logob<x+5<T7.

Da propriedade do inverso de niimeros reais temos:

< = 1.5
- (15
Por outro lado, de = € (0, 2) segue que:

2<r+2<4 (1.6)

De (1.5) e (1.6) temos pela propriedade de monotonia para o produto que:

2 x+2 4

7735 5

e M=

o
Ol W~

Portanto, m = (estes nao sao os tnicos nimeros).

Exemplo 1.28.
Determinar em termos de intervalos o conjunto solu¢ao da inequacao: 3r—4 < 24x.

Solugao.

Temos que 3xr —4 <2+ z, entao 2x < 6 ; logo x < 3.

Portanto, o conjunto solugao ¢é o intervalo (—oo, 3).

Exemplo 1.29.
Resolver a inequagdo 2% —4 < x+ 2.

Solugao.
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1° Método.

?—4<zr+2 = 2*-2-6<0 = (r+2)(x—-3)<0
= {4+2>0 ¢ z—-3<0} ou {z+2<0 e z—-3>0}
= {r>-2 e <3} ou {zr<-2 e x>3}

= z€(-2,3) ou z€ = =ze(-23)

Portanto, o conjunto solugao da inequagao é (—2, 3)

2° Método.Completando quadrados.

1 1
?—4<z4+2 = *-2<6 = x2—1:—|—1<6+1
1, 25 5 1 5
P <= —fcz-Z<= —2 —2
= (z 2)<4 = 5 <T-5<g5 = <r<3 = z€(-2,3)

Portanto, o conjunto solugao da inequagao é (—2, 3)

3° Método. Método dos pontos criticos.
P—4<z+2 = r*-1r-6<0 = (z+2)(z—3)<0.

Os valores de z para os quais verifica-se a igualdade (z +2)(x —3) =0,s80 x = —2 e
T =3.
i T R e e
—00 —2 3 +o00

No diagrama, observamos que (z +2)(x —3) <0 se z € (-2, 3)

Portanto, o conjunto solugao da inequagao é (—2, 3).
Observacao 1.7.

1) Para determinar o sinal do fator x — a, considere:

Se, o sinal de (x —a) € positivo, entio (t—a) > 0 e x > a, logo x esta a direita

de a.

Se, o sinal de (x — a) € negativo, entio (r —a) < 0 e x < a, logo x esta a

esquerda de a.

2) O método dos pontos criticos consiste em transformar a inequagao dada E(x) <0 em
outra equivalente F1(x) da forma Ei(x) >0 ou Ey(x) >0 ou Ei(z) < 0.

3) Para determinar o sinal de wm produto, considere: (+)(+) = +, (+)(—) = — ,

(== e () =+

Logo, devemos determinar os pontos criticos de F1(x); isto é, os valores do numerador
e denominador de F1(x) os quais sejam iguais a zero, para assim determinar na reta real
R os intervalos respectivos.

Por tltimo, temos que determinar o sinal de Fj(x) em cada um dos intervalos que

cumprem a inequagao.
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O comportamento dos sinais em uma inequacao provém do gréafico de fungoes polino-

miais num sistema de coordenadas cartesianas. Este topico sera tratado posteriormente.

Exemplo 1.30.

. ‘ N _ 22 -9
Determine o conjunto solug¢ao da inequacao 5% 5 >
—x
Solugao.
2 —9 (x —3)(z + 3) (z = 3)(z + 3) .
Temos que 52 6-2)(+1) > 0 se, e somente se (z—5)(z +5) < 0, sao
pontos criticos: { =5, =3, 3, 5 }.
+r++ -+ --——-—F+++4+4=-=-—-—=—F++++ + +
—00 -5 -3 3 ) 400

Logo, o conjunto solucdo ¢é o intervalo semi-aberto (=5, —3| U [3, b)
As inequagoes do préoximo exemplo devem ser estudadas com muita atencao, uma vez
que sao frequentes os equivocos nas solu¢oes por parte dos estudantes na fase inicial do

estudo do célculo.

Exemplo 1.31.

Resolver as sequintes inequagoes:

a) 22 < 16 b) z? < =9

c) x® < 27 d) (z+ 1)< (z+1)?
Solugao. (a)

Da inequagao E(z) : x? < 16 temos a inequagao Ey(x) : 2? — 16 < 0, entao na forma
de fatores resulta (x —4)(z +4) < 0.

P e i +++++++
—00 —4 4 +00

Considere o seguinte quadro:

Intervalos Sinal de Ey(x) Conjunto solugao de E;(x)
(—o0, —4) +
(_47 4) - (_47 4)
(4, +00) +
Portanto, conjunto solu¢ao da inequagao é (—4, 4). O

Solugao. (b)
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Da inequacao 22 < —9, temos 22 +9 < 0, isto é absurdo, a soma de ntimeros positivos
sempre ¢ positivo; logo nao existem niimeros reais que cumpram a inequagao.

Portanto a solugao é o conjunto vazio. U

Solugao. (c)
Considere a inequagao  Fy(z) : z° < 27.
Temos =3 — 3% < 0, isto ¢ (z — 3)(z* + 3z +9) < 0. Observe que 2% + 3z +9 =
m2+2-gx+§+9—gz(ﬂc+;)2+¥ >0 VzeR, entdoa®+32z+9>0 VzekR.
Logo, na inequacao (z — 3)(x? + 3z + 9) < 0 segue que x — 3 < 0; isto ¢ z < 3.

Portanto, o conjunto solugao ¢ o intervalo (—oo, 3) O

Solugao. (d)
Temos aqui a inequagao E(z) : (z+ 1)* < (z + 1)
(r+Di<(z+1)? & (+1)—=(z+1)?%<0 & (@+1D%[(z+1)2-1<0
(z+1)*(2*+22) <0 & z(z+1)*(z+2)<0
Sendo (x + 1) > 0 para todo ntimero real, a inequagao F(x) transformou-se na
inequacao Fi(x) : xz(z +2) < 0.

Seus pontos criticos sao —2 e 0.

+t+++++t -+ ++++++++ 1
—00 —2 0 +00

Observe o seguinte quadro:

Intervalos Sinal de Ey(z) Conjunto solugao de E;(x)
(—o0, —2) +

(=2, 0) = {71} - (=2, 0)

(0, +o0) +

Propriedade 1.11.
Para todo z € R e a > 0 temos: azx®+bx+c >0 se, e somente se b* < 4ac.

Demonstracgao.

b
Dividindo na inequacdo az? + bx 4+ ¢ > 0 por a > 0 resulta: 2%+ —x + ¢ > 0.
a a

Completando quadrados

b c b b b\? b — dac
x + 227 + " + (=) >(=) = (1: - —) Z
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A desigualdade vale para todo z € R, em particular para x = ~5g’ assim
a
b? — 4ac
OQZT = 0262—400 = b2§4CLC
a

A demonstracao da reciproca é exercicio para o leitor.

Exemplo 1.32.
Resolver as inequagdes: a) 8x — x? — 20 < 0 b)x? + 149> 0
c)25—-1<0 d)z? —1>0, onde p € primo
Solugao. (a)

Temos 0 < z% — 8z +20, como (—8)? < 4(1)(20), segue pela Propriedade 1.5, a solugao

¢ o conjunto de todos os niimeros reais. O

Solugao. (b)
Da inequagao ? + z + 9 > 0, segue que (1)? < 4(1)(9), entdo, pela Propriedade (1.5),

a solucao é o conjunto de todos os nimeros reais. Il

Solugao. (c)

A inequagao z°® — 1 < 0 podemos escrever sob a forma (z?)% — 1> < 0 entao, da
diferenga de cubos temos (z? —12)[(2?)* 4+ 22 +1] < Oisto é (z+1)(z —1)(z* + 22+ 1) < 0;
pela Propriedade (1.11) segue que (z* + 22 + 1) > 0, logo a inequagao original se reduz a
calcular (z + 1)(z — 1) < 0 que tem como solu¢ao o intervalo [—1, 1].

Portanto o conjunto a solu¢ao de 2% — 1 < 0 é o intervalo [—1, 1]. U

Solugao. (d)

A inequacao z? — 1 > 0 onde p é primo, podermos escrever na forma de fatores como
(z—1)(aP 2P 24P 3+ 2’ +x+1) > 0, 0 fator (2P 2P 242?34 it a+1
sempre ¢ positivo Vo € R pois ¢ um polindmio irredutivel de grau par (todas suas raizes
sa0 nimeros nao reais).

Entao, resolver nossa desigualdade original reduz-se a resolver (z—1) > 0, cuja solugao
éxe(l, +o0)

Portanto, a solugao de z” — 1 > 0, onde p é primo ¢é o conjunto (1, +00).

Exemplo 1.33.
Resolver em R o sequinte:a) z?+ 6z + 10 =0 b) 2?2+ 6z +10>0
c) 22+6x+10<0 d) z2+10>0
Solugao. (a)

—6++v—4

e, como nao é nimero real, entao o problema nao tem solu¢ao em R; isto é = ¢ R.

Solugao. (b)

Como resultado da Propriedade (1.7) (formula de Bhaskara), segue que x =
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Pela Propriedade (1.11) temos que 6 < 4(10), logo o problema tem solugao em R;
isto ¢ V2 € R temos que 22 + 62 4+ 10 > 0
Solugao. (c)

Como resultado da Propriedade (1.11) temos que 6* < 4(10), logo z? + 6x + 10 >
0 Vz € R, assim, nunca poderé ocorrer que x* + 6x + 10 < 0.

Logo, a desigualdade em estudo nao tem solugao em R. U

Solugao. (d)
A solucao de 22 + 10 > 0 ¢ imediata, nao precisa da Propriedade 1.7, pois V z €
R, 22 > 0, entao 22 +10 > 10> 0, isto é¢ Vo € R, 2% 4 10 > 0.

Portanto, o conjunto solucao da inequacao z2 + 10 > 0 sdo todos os niimeros reais.

Aplicacoes das desigualdades

Exemplo 1.34.

Um terreno deve ser lotado. Os lotes, todos retangulares, devem ter drea superior ou
igual que 1.500 m?, e a largura de cada um deve ter 20 m a menos que o comprimento.
Determine as dimensoes do menor dos lotes que cumprem tais condicoes.

Solugao.

Suponhamos que o comprimento de cada lote seja x metros, entao a largura mede
(x —20) metros; logo sua area mede z(z — 20)m?*. Por outro lado, tem que ser superior ou
igual a 1.500m?; assim z(z—20) > 1.500 onde 22 —20x—1.500 > 0, isto é (z—50)(z+30) >
0 = x>50o0ux<-30.

Desconsiderando x < —30, temos que as medidas do menor dos lotes é: comprimento

50 m e largura 30 m. O

Exemplo 1.35.

Uma galeria vai organizar uma exposicao e fez duas exigéncias: i) a drea de cada
quadro deve ser no minimo de 2.800 cm?; i) os quadros devem ser retangulares e a altura
deve ter 30 cm a mais que a largura.

Dentro dessas especificagoes, em que intervalo de nimeros reais devem se situar as
larguras dos quadros?

Solugao.

Da segunda condicao, suponha a largura do quadro seja x cm, entao sua altura mede
(30 + x)cm e sua area mede (30 + x)zem?; pela primeira condigao 2.800 < (30 + z)x |
onde 0 < 22 +30z — 2800 = 0<(z+70)(x—40) = (z < —70ouz > 40).
Desconsideramos ¢ < —70.

Portanto, as medidas do quadro sao: largura 40 cm e altura 70 cm.
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Exercicios 1-3

1. Expresse cada um dos intervalos abaixo usando outra notagao adequada (duplas

desigualdades por exemplo)

1 (1, 14) 2. (47 3 [-ma 4 [—g, g

5. [-10, -2 6. (0,4) 7. [-3m m) 8 (—16, 16]

2. Sao dados os conjuntos A = {x € N z ¢impar }, B={ze€Z/. —-3<x<4}
eC={xeN/. z<6}. Proveque o conjunto D, tal que D = (ANB)—-C,é

vazio.

3. Resolver as seguintes equacoes:

1. 32+2=4—2x 2. 22—2r—-3=0 3. z*—1322+36=0
4. 22 —-32°4+2+2=0 5. 522 —-3r—-4=0 6. z*—22+20=0

4. Determine o conjunto solugao em R para cada uma das seguintes desigualdades:

1. 22>1 2. 12 > 1? 3. 20—7<b—=x
4. 2(r—4)4+3x<br—-7 5 3—-xr<5+3z 6. 2>-3-3r>-1
dr—3(x+5)<r—18 8 2P—4d<r+2 9. Va2tz-2<4

3z +8 20 +6 r? + 4z + 10
10. 2z — 11. - = 12, —mm—
To0< T 3 177 212
20 — T4 4
13. 22430 +8< = 4, T T 45 1) < (a4 1)
x =T r—2 x+1
16.  7(3—2z)+2(2x —15) < 6(3z —5) +3(3z —1) 17. 5 3>3:L‘—16
x_

5. Resolver as seguintes inequacoes:

1. (x—%)(3:c+5)>0 2 (@-N+2) <0 3 we+1)<0

—1 1
4. (r-D@+1)<0 5 >0 6. L= <0
T rz—1
7. r<ax®—12 <dx 8 3—x<5+3x 9. Vat+x—22>4

10. (r—5)> < (2v—3)> 11. 2°+3x > -2 12, 3r—4<2+x
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13. (v —1P@* —4)(x—5)>0 14. 2<5-3xr <11 15. 2> —32+2>0

16. brx—4(x+5)<x—24 17. 3x—5<2+1;9€ 18. 3—ux<b5+3z
19. 2% —22* — 152 >0 20. 222 —2x—10>0 21. 22 —-32+2>0
22, 2 +8r—65<x—18 23. x2+gm+%<0 24, 2 —22—-5>0
25. 3(x+4)+4r < Tx+2 26. 32°—Tr+6<0 27 2°—-22-8<0
28. (2" —1)(z+1)>0 29. 22 +20x+100>0 30. 3x—4<z+6
31. (2 —bx? +Tr —3)(2—2) >0 32. (2 =33 (x> —T)(2* - 22 —-3) >0

Determine o conjunto solucao das seguintes inequagoes:

T 3z 5
1. < >b>0
a2—b2+a+b a—>b e a
2. E+z>1+£ se ¢>b>a>0
a b c
2 5
3. £+4>6—§+2m se b>a>0

4. 11(2z —3) — 3(4x — 5) > 5(4z — )

. Resolver as seguintes inequagoes racionais:

T z—1 2x 2 3r+5
1. < 2. <0 3. <3
:c—l+ T r+1 20+ 3 20+ 1 —
2r — 3 1 3x2 + 12
4. 2z + D%z =3)"Y>0 5. <= 6. ——— >3
(2z+ 1)z )u = x4+ 2 3 2 +4r -5
- (1—:E—a72)(2—$—:p2)20 3. x5—1<x5—2 . x+4> T
B—x)(2—x) r4+1  xt42 r—7 x+1

Mostre que se z e y nao sao ambos iguais a zero, entao 4z2 + 6zy + 4y> > 0 e
3z% + bxy + 3y? > 0.

Determinar para quais valores de x € R verifica a desigualdade

3z —a)a® < 2* — a® < 3(x — a)2?

1 1 1 1
Determine o valorde: S=1+-4+—+—+ -+ +— ,8en — o0

3 32 3 3n
—b+ Vb —4 —b—Vb?—4
Suponha  b*—4c > 0. Mostre que os ntiimeros + 5 € e 5 ¢

ambos cumprem a equacao: 2 + bx + ¢ = 0.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Suponha que b* — 4¢ < 0. Mostre que nao existe nenhum nimero real que cumpre

a equacao: x2 + bx +c= 0.

Suponha a, b, ¢ e d nimeros reais. Mostre a desigualdade de Schwartz: ac + bd <
Va2 + b2/ + d2.

Mostre que: Va2 —2x —15>z+1 Va € (—oo, —3|.
1
Mostre que: 1 <2*+x+2<8 Vrel-1,2 —{1}.

Os nimeros positivos ay, as, as, -+, a, Nao sao iguais a zero e formam uma pro-

gressao aritmética. Mostre que:

1 1 1 1 n—1

+ + + o =
Vit @ i G Jas VOt i+

Determine a quantidade de ntimeros inteiros, positivos e impares, formados por trés

algarismos distintos, escolhidos dentre os algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9.

Calcule a soma de todas as fragoes irredutiveis, da forma %, que pertencam ao

intervalo [4, 7].

Dentre os paralelepipedos com soma fixa de suas trés arestas simultaneamente per-

pendiculares, achar o paralelepipedo de volume méaximo.

Trés pessoas A, B e C' visitam o agude “ Peize na chapa” e pescam mais de 8 peixes;
B pensa pescar mais 4 com o que teria mais peixes que A e C' porém B tem menos

peixes que C' e o que tem C' nao chegam a 5. Quantos peixes tem cada um deles?

Para uma festa no Natal, uma creche necessitava de 120 brinquedos. Recebeu uma
doacao de R$ 370,00. Esperava-se comprar carrinhos a R$2,00 cada, bonecas a
R$3,00 e bolas a R$3,50. Se o nimero de bolas deveria ser igual ao niamero de
bonecas e carrinhos juntos. Mostre que a solugao seria comprar: 40 bonecas, 20

carrinhos e 60 bolas.

Em uma fazenda, existia um ntmero de cabecas de gados. Depois de duplicar esse
numero, foi roubado 1 cabeca, sobrando mais de 54. Meses depois observou-se que
triplicou o namero de cabegas de gado que existia no inicio e foram roubadas 5

restando menos de 80. Quantas cabecas de gado existiam no inicio?

A média aritmética das idades de um grupo de médicos e advogados é 40 anos. A
média aritmética das idades dos médicos é 35 anos e a dos advogados é 50 anos.

Pode-se, entao, afirmar que:
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
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Uma pessoa compra um apartamento por R$10.000, 00, em seguida o aluga. Dei-

xando 125% da renda anual para reparacoes e manutencao, pagando R$325,00 de

1
IPTU e 55% descontando por conta de investimento. Qual é a renda mensal?

A soma das idades de trés pessoas é¢ 96. A maior tem 32 anos mais que a menor e

a do meio 16 anos menos que a maior. Calcular a idade de cada uma das pessoas.

Eu tenho a idade que vocé tinha, quando eu tinha a metade da idade que vocé tem.

A soma de nossas idades hoje ¢é igual a 35 anos. Quais sao as idades hoje?

Mostre que, para nimeros reais x e y, e n € N n > 2 sao validas as seguintes
igualdades:

1. " — yn — (ZIZ’ _ y) (xnfl + l.any + l.n73y2 4+ e+ I2yn73 + xyan + ynfl)

2. 2"+ yn — (!17 + y)(wn—l _ xn—Qy + xn—SyQ — e+ (_1>n—3x2yn—3 _ xyn—Z + yn—l)
somente quando n impar.

Mostre que, se p é niimero primo, e a € N, entao a” — a é miltiplo de p.

Prove que: (1 —2)[(1+2)(1+22)(1+2%) - (1 +22")] = 1 — 22" para qualquer
inteiro z, e todo n > 0.

1
V-1
Construir nameros 49, 4.489, 444.889, 44.448.889, ... etc obtendo cada um deles

inserindo o ntmero 48 no meio do ntmero anterior. Verificar que estes ntmeros

Determine o valor de E = 2% + 3z + 2, quando z = v/ /2 — 1 —

sao quadrados perfeitos e encontrar a raiz quadrada do niimero que consiste de 2n

algarismos.

Dada a equagao de raizes z; e To : (m?—5m+6)z%+ (4—m?)x+20 = 0. Determine

os valores do parametro m tal que z; < 1 < x».
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1.5 Valor absoluto

Definicao 1.14.
O valor absoluto de um nimero real x é denotado por | x |, é o préprio nimero x

se for positivo ou igual a zero, e € igual a seu oposto aditivo —x se for negativo.

Isto é:
T se x>0,
|z |=
—x se x<0.
Por exemplo, |3|=3, |0]=0, |—-4|=—-(-4) =4

Propriedade 1.12.

1. |a|>0, YVaceR e |al|=0 se a=0.

2. |a|?*=d?

3. | —allal

4. [ab|=[a].]0]

5. |a+b|<|a|+]|0] ... Desigualdade triangular

Demonstragao. (2)
Suponha a > 0, entao | a |=a , logo | a |?*= a.a = a*.

Suponha a < 0, entdo | a |= —a, logo | a |*= (—a)(—a) = a*.

Demonstragao. (5)

Do fato ser o valor absoluto de um niimero real sempre positivo, segue que:
ab<|al|.|b] (1.7)

Pela 27 parte desta propriedade e de (1.7) temos que | a+b |*= (a+b)? = a*+2ab+b* =]|
al® +2ab+ [bP<|a P +2 | ab |+ [bP=(a|+]b])? istoé|a+bP< (Jal+|b])?

sendo todos este tltimos ntimeros positivos concluimos que | a4+ b |<|a |+ |b].
Observacao 1.8.

i) A distdncia entre os numeros reais a e b da reta numérica denotamos por | b—a |.
ii) Geometricamente, | a | é a distancia na reta numérica do nimero a até o ponto zero.

Graficamente.
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[b—al=[a—-0] | a

a b

Oe
Q

Propriedade 1.13.

i) Se b>0 ¢ |b|=a, entioa=0>b ou a= —b.

iil) |a|=|b|, entioa=>b ou a= —b.

iii) Va2 =|a| onde Va® ¢ a raiz quadrada positiva de a?.
| a]

. a
lV) |E|:m Sse b7§0

Demonstragao. (ii)

Da hipotese | a |=| b | e da defini¢ao de valor absoluto do ntimero b, segue que | a |=b
ou | a |= —b. De modo anélogo, da defini¢ao de valor absoluto para o nimero a segue de
|a|=bque,a=bou—a=0b;ede]|a|=—bsegue que a =—bou —a = —b.

Portanto a = b ou a = —b. O]

Propriedade 1.14.

i) |z |<b se, e somente se —b < x <b.

ii) |2 |<b se, e somente se —b <z <b.

iii) Seb>0,|x|>0b se e somente sex >b oux < —b.
iv) Seb >0, |xz|> bse esomentesex > bouxr < —b

v) lal=Tall[<[a=b[<|al+]b]

A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Exemplo 1.36.

Resolver as sequintes equagoes:

3r+1
r—1

a) |20 —4|=6 b) ||5— 2z | —4] =8 )

-

d) |22 —4|=|2z| e)jx—1|+4|lz—-3|=2/x+2]
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Solugao. (a)

Da definigao, de | 2z — 4 |= 6 segue-se que 2z — 4 = 6 ou —(2x — 4) = 6, entdo
6+ 4 -

T =

ou xr = ——. Portanto, z =5 ou x = —1. O

Solugao. (b)
Pela defini¢ao de valor absoluto, segue que | 5 — 2z | =4 =8 ou | 5 — 2z | =4 = =8,

entdo 5 —2x =12 ou b — 2z = —12 ou | 5 — 2z |= —4, sendo esta ultima um absurdo.
7 17
Logo, de 5 — 22 = 12 obtemos x = —5 e de b — 2x = —12 obtemos = = CR
7 17, .
Portanto x = —5 ouxr= 5 é solucao do problema. U

Solugao. (e)

Da equagao | x — 1| + 4| 2 — 3 | = 2| x + 2 | temos o seguinte diagrama:

—00 -2 1 3 00

Sex < —2entdo, |[z+2|=—(r+2), |[z—1|=—(x—1)e|xz—3|=—(x—3), logo

17

a equagao é equivalente a —(z — 1) — 4(z — 3) = —2(x + 2) onde = = 3 € Como T = —

3
nao pertence ao intervalo da condigao, segue que = ¢ R.

Se 2<z<lentdo|z+2|=z+2,|z—1|=—(z—1) e |z—3|=—(z—3), logo
a equagao é equivalente a —(z — 1) — 4(z — 3) = 2(z + 2) onde = = e pela condi¢ao
xz ¢ R.

Sel<z<3entio |z+2|=2+2,|z—1|=x—1e|xz—3|=—(x—3),logo a

equagao ¢ equivalente a x — 1 —4(x — 3) = 2(z + 2) onde = = 5

Sex>3,entdo |z +2|=x+2, |z —1|=x—1e|x—3|=x—3,logo a equagao é

equivalente a © — 1 +4(z — 3) = 2(z + 2) onde = = 3

17 - -
Portanto, x = -, e x = 3 sao solugoes da equagao.

D
Exemplo 1.37.
Dados: A={xeR/. |12xr—4|<10}, B={zeR/. [3z—-1|>1} e C=
{zeR/. |2*—4]<2}. Expressar na forma de intervalos o conjunto (AU B) N C.
Solugao.

Para o conjunto A temos que | 12z — 4 |< 10, entdo —10 < 12z — 4 < 10 logo -
1 14 1 14)

= < —gistoée A= (—=, —
2<x 15§ isto ¢ ( 5 1o
Para o conjunto B temos que | 3z — 1 |> 1 implica 3x — 1 > 1 ou 3z — 1 < —1, logo

2 2
x> 3 ouz <0,istoé B = (—oo,O]U[g,—i-oo).
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Para o conjunto C temos —2 < 22 — 4 < 2, entdo 2 < 2? < 6, logo —v6 < < —v/2

ou V2 < x < /6; assim C' = (—v6, —v/2) J(v/2, V6)
Portanto, (AU B)NC = (—\/_, —\/§) U(\/§, \/6) ¢ solucao do problema.

Exemplo 1.38.
Resolver | #* —4 | 4+ |2z —5 |< 1.

Solugao..

<.

DN | Ot

Temos que | 22 —4 |=2*—4se2<z ouse x < -2 e |20 —5|=22—5 se
Logo:

Sex < —2vem que | z°—4 |= 2?—4e| 2z—5 |= —(22—5) = (2*—4)—(22-5) <1
onde z? — 2x < 0 isto é (z — 0)(x — 2) < 0, e pela condigao = ¢ R.

Se —2 < x < 2 temos que | 2 —4 |= —(z?—4) e | 20 —5 |= —(22—5) entdo a inequagao
¢ equivalente & —(22 —4) — (22 —5) < londe 0 < 22 +2x — 8 isto ¢ 0 < (z +4)(x —2) e
da condicao = ¢ R.

5

Se2<x< 5 temos que |22 —4|=2>—4e |20 —5|= —(2r — 5) entdo (z* —4) —

(2x —5) < 1 onde (z — 0)(z — 2) < 0 e pela condigao = ¢ R.
)

Se 5 < @ temos que |22 =4 |=2%—4e| 205 |= (20 —5) entdo (22 —4)+ (22 —-5) < 1
onde 22 4+ 22 — 10 < 0 , isto é (x — /11 + 1)(z + v/11 + 1) < 0, pela condigao = ¢ R.

Portanto, nao existe solugao em R.
Exemplo 1.39.

Resolver (x —1)*~ |z —1]+8> 0.

Solugao.

Do fato (x —1)? =] x — 1 |*, segue que |z — 1 |> — | x — 1 | +8 > 0, logo completando

1 1 1 1 31
quadrad08|$—1’2—2(5)|£E—1|+Z—Z+8>O,assim(|:v—1|—5)2—|—Z>0.

Observe que esta desigualdade vale para todo niimero real.

Portanto, x € R ¢ a solucao.

Observacao 1.9.

a) O mdzimo de dois nimeros a e b denotamos max{a, b} e o minimo de min{a, b}.

Por exemplo max{—1, 4} =4 e min{6, —3} = —3.

b) Sea <z <b, entio |z |<max{|al, |b]}.

Por exemplo, se 2 < x <6, entio | v |< 6 e se —12 <z < 6, entdo | z |< 12.
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Exercicios 1-4

= ’ 4
T ’
o \

1. Resolver as seguintes equacoes:

1. |20—4]=6 2. [[5—20|-4|=8 3. |a?—4|=|2z]
3r +1 5 9

4. 1 =4 5. |2 —4|=3z+4 6. |2°+4|=|22|
x_

7. |4z +3|=7 8. |22 +2]=2x4+1 9. |20+2|=6z—18

10. 22-2|z|=3 11. |z—4|=lz-2] 12. |22 —2—6|=2+2
13. |2z—-5|=3 14. |z—-2|=|3—-2z| 15. 2|z —1|—-2*+22+7=0
16. 2B+ |2+l 1 |=22F1 41 17, |rx—1|4+4|z-3|=2|z+2]

2. Represente cada um dos conjuntos seguintes através de desigualdades envolvendo

valores absolutos.
1. A={zeR/.z<—-4oux>4} 2. B={zxzeR/. z<—-6oux >4}

3. C={z€eR/.z>-9oux<9} 4. D={zeR/.z>-9oux <7}

3. Represente geometricamente os seguintes conjuntos, para logo em seguida expressa-

los na forma de intervalos.

1. A={zeR/.8<x<13} 2. B={zeR/.-14<z<b}
3. C={zeR/. —13<z<15} 4. D={zeR/. |z|<6}
5. E={zeR/. |9—z|<T} 6. F={xzeR/. |z+5|>8}
7. G={zeR/.z>-9our<9} 8 H={zeR/. |9—z|<|z+5]}
4. Resolver as seguintes inequagoes:
1. |z+4|—|5-2x|>4 2. |2 —4|+]20-5]<6
3. |3—|22+3]<2 4. [3r—-2|<|4dx—4|+|Tz—6|

5. Encontrar o conjunto solucao em R.

1. [2z2+3|+4=5x 2. |2°—4

=—2r+4 3. |3x—1|=2x+5

6—5 1
4. |52 -3|=|3x+5| 5. |20+6|=|4—5z]| 6. Tl o
3+ 2
7 Lolc 2 g jaj-2<lz—1] 9 |z-3|42|z|<5
6—3z| = |z +3|

A+ 1| =[x -1
B T

6. Determine o valor de E, se: E Vae(0,1).
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Sejam a e b niimeros reais, mostre que:

b+ | b— b— | b—
max{a,b}:a_l——{—‘ al min{a,b}:ChL | al
2 2
Suponha £ > 0 e mostre o seguinte:
€ €
1. Se|z—zp |[< min{————,1} e |y—yw|< —— = |2y —20yo |< €
S e A TR i |
€ 1
2.Se|y0|7£0e|y—y0|<min{|y0|,m} = y#0e |—-——|<e.
2 2 Yo
Mostre que, se os nameros aq, as, as, -+ , @, Nao sao iguais a zero e formam uma
1 1 —1
progressao aritmética, entao: + + + o+ U .
ai.as a9.03 as3.a4 Ap—1.Ap, ay.ap

Para testar se uma moeda ¢é equilibrada, um pesquisador langa 100 vezes e anota o

numero x de cara. A teoria estatistica afirma que a moeda deve ser considerada nao
x — 50

equilibrada se > 1,645. Para que valores de x a moeda seré equilibrada ?

A produgao diaria estimada x de uma refinaria é dada por | x —300.000 |< 275.000,
onde z é medida em barris de petroleo. Determine os niveis maximo e minimo de

producao.

As alturas h de dos tergos de alunos da Licenciatura em Matemaética, verificam a
h—1,76

0,22
da reta real que essas alturas se situam.

desigualdade

‘ < 1, onde h é medido em metros. Determine o intervalo

Um terreno deve ser lotado. Os lotes, todos retangulares, devem ter area superior
ou igual a 400m?, e a largura de cada um deve ter 30m a menos que o comprimento.

Determine as dimensoes do menor dos lotes que cumprem tais condigoes.

Uma galeria vai organizar uma exposicao e fez as seguintes exigéncias: i) a area de
cada quadro deve ser no minimo de 3.200cm?; ii) os quadros devem ser retangulares
e a altura deve ter 40 cm a mais que a largura. Dentro dessas especificagoes, em que

intervalo de niimeros reais devem se situar as larguras dos quadros?

Uma empresa de utilidade publica tem uma frota de avides. Estima-se que o custo
operacional de cada aviao seja de C' = 0,2k + 20 por ano, onde C' é medido em
milhoes de reais e k em quilémetros de voo; se a empresa quer que o custo operacional
de cada aviao seja menor que 100 milhoes de reais, entao k tem ser menor a que

valor?
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1.6 Axioma do supremo

Definicao 1.15.

Seja A um subconjunto nao vazio do conjunto de nimeros reais R.

i) Dizemos que o conjunto A é limitado superiormente, se existe um elemento

k1 € R tal que: a < k1, para todo a € A.

ii) Dizemos que o conjunto A é limitado inferiormente, se existe um elemento

ko € R tal que: ky < a , para todo a € A.

iii) Dizemos que o conjunto A é limitado, se for limitado superior e inferiormente.

Exemplo 1.40.

1
a) Os conjuntos N, A = (0, +00) e = {—/. n € N} sao conjuntos limitados
n

inferiormente; um limite inferior é k; = —5.

b) Os conjuntos A = (-0, 3] ¢ B={xz € R/. 5— (z—1)*> > 0} sdo conjuntos

limitados superiormente; um limite superior é ky = 5.

1
¢) O conjunto A={— /. neN} élimitado.
n

Definicao 1.16. Supremo. Infimo.
Seja ACR e A#0.

i) O namero real s é chamado supremo de A e denotamos s = sup A quando:
1° O namero s é limite superior de A; isto é a < s, para todo a € A.
2° Sebe Aeb< sentao existe r € A tal que b < x < s.

ii) O namero real r ¢ chamado infimo de A e denotamos r = inf A quando :
1° O numero r é limite inferior de A; isto é r < a, para todo a € A.

2° Sebe Aer <bentao existe x € A tal que r < x < b.

Assim, segue que o menor dos limites superiores é chamado de “supremo” e, o maior dos

limites inferiores ¢ chamado “infimo”.
O infimo ou supremo de um conjunto, pode ou nao pertencer ao préprio conjunto.
Por exemplo o infimo para o conjunto A = { —/. n € N} é o zero e nao pertence ao
n

conjunto.
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Definicao 1.17. Maximo. Minimo.
Se o supremo e infimo de um conjunto A pertencem ao mesmo conjunto A, entdao
sao chamados de “mdximo” e “minimo” respectivamente de A e denotamos max A

e min A (respectivamente).

Exemplo 1.41.
Sejam os conjuntos: A = (0, 9] B=/{ %/ neN} C' =N.
Entao: inf .(A) =0 e sup.(A) =9 =max(A); inf(B)=0 e sup(B)=1=max(B)
inf(C) =0 e sup(C) ndao existe.

Axioma 1.2. Axioma do Supremo.

Todo conjunto de niumeros reais nao vazio limitado superiormente, tem supremo

Propriedade 1.15.
Se o conjunto A C R ¢ limitado inferiormente sendo A # (), entao o conjunto A

possui infimo.

Demonstracao.

Seja B={—-2z€R/. z€A}, B#D

Se ¢ é limite inferior de A, entdao c < a Va € A;logo —a < —c Va € A entdao —c
¢ limite superior de B e pelo axioma do supremo entao B possui supremo s = sup(B);
assim —s = inf(A). O

Propriedade 1.16. Principio da boa ordem.

Todo subconjunto nao vazio de N possui minimo.

A demonstragao é exercicio para leitor.

1.7 Inducao matematica

Definicao 1.18.
Um subconjunto M de nimeros reais diz-se que € “conjunto indutivo”, se cumpre

as sequintes propriedades:

i) 0eM.

iil) Vaxe Mentao (z+1)e M

Exemplo 1.42.
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e O conjunto R de ntmeros reais é indutivo, pois 0 é um ntmero real e x + 1 também

é real para todo z real.

e O conjunto de todos os ntmeros inteiros é indutivo.

3 )

—, 2, —, -+ } éindutivo
2 2

1
e O conjunto { 0, 3 1,

Exemplo 1.43.

Sequndo nossa defini¢ao, os sequintes conjuntos nao sao indutivos:

.{1727374757”'}
¢ {0,1,2,3 4,5}
.{07274a67"'}

Em matematica, muitas definicoes e proposicoes se realizam utilizando o principio
de indugao matematica. A generalizacdo de uma propriedade apos verificagao de que a
propriedade é valida em alguns casos particulares, pode conduzir a sérios enganos como

mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 1.44.
Considere a relacio  f(n) = 2% + 1 definida para todo n € N.

Temos que, qua’ndo:

n=0 entio f(0)=22"+1=3
n=1 entdgo f(1)=2%+1=5
n=2 entio f(2)=2"+1=17
n=3 entdo f(3)=2%+1=257
n=4 entio f(4) =22 +1=65.537

Observe que todos aqueles nimeros encontrados sao nimeros primos; P. Fermat (1601—
1665) acreditou que a formula f(n) representaria niumeros primos, qualquer que fosse o
valor para n € N, pois esta inducao era falsa Euler” mostrou que para n = 5 resulta
f(5) =4.294.967.297 = 641 x 6.700.417 logo, a afirmagao de P. Fermat foi precipitada.

Exemplo 1.45.
Consideremos a relagio f(n) =n?+ n+ 41 definida para todo n € N

"Leonard Euler (1707 — 1783) estudou com Johann Bernoulli, ainda pai de treze filhos e ficando
completamente cego, escreveu mais de oitocentos trabalhos e livros em todos os ramos da matematica.
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Observe que, para valores menores que 40, f(n) é um numero primo. Com efeito, se
n=1,f(1)=43; se n=2, f(2) =4T7;sen =3, f(3) =53;...; se n =239, f(39) = 1.601.
Porém se n = 40 temos f(40) = 40% + 40 + 41 = (41)(41) nao é primo, mostrando que a
sentenga ¢ falsa. Em 1.772 Euler mostrou que f(n) = n® + n + 41 assume valores primos
paran=20,1, 2, 3, ..., 39.

Euler observando que f(n—1) = f(—n) mostrou que n?+n-+41 assume valores primos
para 80 nuimeros inteiros consecutivos, sendo estes inteiros: n = —40, —39, —38, ... 0,
1,2, 3, ... 38, 39; substituindo a variavel n por n — 40 temos f(n — 40) = g(n) =
n? — 79n + 1.601; logo g(n) = n* — 79n + 1.601 assume valores primos para todos os

numeros naturais de 0 até 79.

Exemplo 1.46.
A sentenga: “2n+ 2 € a soma de dois numeros primos” € uma sentenca verdadeira
paran =1, n =2 n=3n=4, ... e como nos exemplos anteriores apos muitas

tentativas, nao achamos nenhum numero natural que a torne falsa.

Ninguém até hoje, achou um niimero natural que tornasse a sentenca falsa e ninguém,
até hoje, sabe demonstrar que a sentenca é sempre verdadeira. Esta famosa sentenca

conhecida como conjetura de Goldbach, foi feita em 1742, em uma carta dirigida a Euler

diz:
“Todo inteiro par, maior do que 2, € a soma de dois nimeros primos.”

Nao sabemos até hoje se esta sentenca é verdadeira ou falsa.

Em resumo, dada uma afirmacgao sobre ntimeros naturais, se encontramos um contra-
exemplo, sabemos que a afirmac¢ao nao é sempre verdadeira.

E se nao achamos um contra-exemplo? Nesta caso, suspeitando que a afirmacao seja
verdadeira sempre, uma possibilidade é tentar demonstra-la recorrendo ao principio de
inducao; é necessario portanto, dispor de um método com base logica que permita decidir
sobre a validade ou nao de uma determinada inducao, isto esta garantido com a seguinte

propriedade:

Propriedade 1.17. Primeiro principio de inducao matemdtica.

Se P(n) € uma propriedade enunciada em termos de n, paran € N tal que:
1° P(1) é verdadeiro
2° P(h) é verdadeiro para h > 1, implica P(h + 1) ¢ verdadeiro.

Entao P(n) € verdadeiro, para todo n € N .

A demonstragao é exercicio para o leitor.



Calculo Diferencial em R 51

Exemplo 1.47.

1
Mostreque1+2—|—3+4—|—...—i—n:@.
Solugao.
1

Neste exemplo observe que P(n):1+2+3+4+ ... +n= @

1(1+1
Para n =1, P(l):lzgéverdadeira.

h(h+1
Suponhamos que P(h) : 14+2+3+4+ ... —i—h:%sejaverdadeira.
h+1)[h+1)+1
Mostrarei que P(h+1) : 1 +2+3+4+ ... +h+(h+1):( il )[(2+ )+ ]é
verdadeiro.
Com efeito, temos que:
h(h +1
1+2+3+4+...+h+(h+1):¥+(h+1):
h h+1)(h+2 h+1)[(h+1)+1

et oo GEDOEY @ yEry)

Logo, pelo principio de indu¢ao matematica cumpre:
1
1+2+3+4+...+n_@ VneN

Exemplo 1.48.

Deseja-se construir uma parede decorativa com tijolos de vidro da sequinte forma: a
primeira fila (base) deverd ter 100 tijolos, a sequnda fila, 99 tijolos, a terceira, 98 tijolos
e assim por diante até a ultima fila que deverd ter apenas 1 tijolo. Determine o numero
total de tijolos necessdrios para construir desta parede. serd igual a:

Solugao.

Observe que a quantidade de ntimero de tijolos necessarios para cada fila é um niimero

natural decrescente a partir de 100 logo, temos aplicando a féormula do Exemplo (1.47),
100(100 +1) 5 050

que o total de tijolos &:  1004+99+ --- +3+2+1= 5

Portanto, sao necessarios 5.050 tijolos.

Exemplo 1.49.

Mostre que, para todo n € N a expressio n?

—n € divisivel por seis.

Solugao.

Temos que P(n): n® —n

P(1) : 13 — 1 = 0 ¢ divisivel por 6.
Suponha que P(h) : h® — h seja divisivel por 6 sendo h € N.
Paran = h+ 1 temos P(h+1) :

(h+1)°—=(h+1) = (h+D)[(h+1)>—=1] = h* —h + 3h(h +1) (1.8)
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Observe que 3h(h + 1) é divisivel por 6.

Com efeito, se h = 1 temos que 3(1)(2) ¢ divisivel por 6. Suponha 3h(h+ 1) é divisivel
por 6, para todo h € N.

Logo para h+ 1 segue que 3(h+1)(h+2) = 3h(h+ 1) +6 sendo divisivel por 6. Entao

em (1.8) da hipotese auxiliar para P(n) concluimos que para toda n € N a expressao

n® — n é divisivel por seis.

Exemplo 1.50.
Mostre que, para todo nimero real (14 x)™ > —1 e para qualquer natural n € N entao
temos a desigualdade (1 + x)" > 1+ nax.

Solugao.

Seja S o conjunto de niimeros naturais para os quais (1 + z)" > 1 + nz.
1° 1€ S pois, (1+z)' > 14 (1)z.

2° Se h € S, temos que (1 + )" > 1+ hx, entao (1 + z)"! = (1 + 2)(1 + 2)" >
(14+2)1+4hz) > 1+x+ he +ha®> > 1+ (h+ 1)z

Logo, se h € S entao (h+1) € S.

Aplicando o principio de indugao matematica temos que S = N.

Propriedade 1.18. Segundo principio de indugao matemdtica.
Se P(n) € uma proposi¢ao enunciada para n € N tal que:
1° P(n,) € verdadeiro.
2° P(h) € verdadeiro para h > n,, implica P(h + 1) é verdadeiro. Entio P(n) é

verdadeiro ¥ n € N, tal que n > n,,.
A demonstragao é exercicio para o leitor.

Exemplo 1.51.
1
Mostre que se n € qualquer inteiro positivo, g(n?’ + 2n) € um inteiro.

Solucao.

1
Seja S o conjunto de niimeros inteiros positivos tais que §(n3 + 2n) ¢ um inteiro.
1
O ntmero 1 € S pois 5(13 +2(1)) = 1.
1
Suponha que h € S; isto é §(h3 + 2h) é um inteiro.

1 1 1
Entdo, g[(h+1)5”+2(h+1)] = g[(fi”+3h2+3h+1)+(2h+2)] = g(h3+2h)+(h2+h+1)
¢ um inteiro.

Assim h € S implica (h+ 1) € S. Logo S = N pelo principio de indugao. O
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Exemplo 1.52.
Sejam a, b € R" tais que a # b. Mostre que 2" '(a™ +b") > (a +b)", Vn € NT,
sempre € verdadeira.

Demonstracgao.

Para n = 2 a desigualdade é da forma:
2(a® + %) > (a +b)? (1.9)

Como a # b, temos a desigualdade a®+b? > 2ab, somando a? +b? obtemos 2(a*+b*) >
2ab+a*+b* = (a+0b)? isto implica a desigualdade (1.9), portanto a desigualdade ¢ valida
para n = 2.

Suponhamos que a desigualdade seja valida para n = h, isto é
(a+b)" < 2" (a" + b (1.10)
Mostraremos a desigualdade para n = h + 1, isto é a mostrar que
(a+ b)P*1 < 2k (g™l 4 ph+1) (1.11)
Temos de (1.10) que (a + b)"™ = (a + b)"(a + b) < 21 (a" + b")(a + b), isto &
(a + b)P ! < 251 [gh+! 4 ph+l 4 gbh + ba”) (1.12)

Como a # b, suponhamos a > b, como a, b € R entao a”" > ", logo (a" —b")(a—b) > 0
sempre é verdadeira.

Para o caso a < b, entdao a" < b" e a desigualdade (a" — b")(a — b) > 0 é o produto de
nameros negativos, logo

(a" —b")(a—b) >0

isto implica que
AU b et >0 = bt 4 ba® < oMt o it
Em (1.12) temos
(a4 b+ < 2=1[h+d 4 phHl 4 gph 4 bat < 2M (gt 4 B

Portanto, se a desigualdade (1.10) também vale para n = h + 1, logo vale para todo
n € N.
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1.8 Propriedades dos niimeros inteiros

Estudaremos algumas propriedades bésicas para ntmeros inteiros, este conjunto Z

podemos estudar como uma extensao do conjunto N

1.8.1 Divisibilidade

Definicao 1.19.
Sejam os nimeros d, n € Z, diz-se que d é divisor de n e escrevemos d | n quando

n =c-d para algum c € Z.

Observe que a notagao d | b nao representa nenhuma operagao em Z, nem representa
uma fragao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ € Z tal que n = cd.

A negagao dessa sentenga é representada por a d { n, significando que nao existe
nenhum numero inteiro ¢ € Z tal que n = cd. Portanto, temos que 01 n, se n # 0

A divisibilidade estabelece uma relacao binaria entre ntimeros inteiros com as seguintes

propriedades.

Propriedade 1.19.
Sejam a, b, d, ,n,m €7

1. nn reflexiva
2. din e nlm = d|lm transitiva
3. dln e d|m = d|(an+ bm) para algum a, b € Z linear
4. dln = ad]|an multiplicacao
5. adlan e a#0 = d|n simplificagao
6. 1|n 1 é divisor de todos os inteiros
7. n|0 cada inteiro é divisor do zero
8. 0Oln = n=0 zero é divisor somente do zero
9. dln e n#0 = |d|<|n] comparagao

10. d|n e n|d = |d|=|n|
11. din e d#0 = (n]|d)|n

Dizer que um ntmero a é divisor de outro b, nao significa dizer que a divide b, observe

a parte 8. desta propriedade, aqui zero é divisor do zero.
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1.8.2 Maximo divisor comum. Minimo mailtiplo comum

Definicao 1.20. Diwvisor comum.
Sejam a, b,d € 7, se o niumero d € um divisor dos numeros a e b, o numero d é

chamado divisor comum de a e b.

Propriedade 1.20.
Dados os numeros inteiros a e b, existe um divisor comum da forma d = ax + by para

algum x, y € Z e, todo divisor comum de a e b divide este d.

A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor. O

Propriedade 1.21.

Dados a, b € Z, existe um e somente um d € Z com as sequintes propriedades:

a) d>0 d nao é negativo
b) d|a e d|b d & um divisor comum de a e b
c) Se cla e c|b = «c|d cada divisor comum ¢ divisor de d
Demonstracgao.

Pela Propriedade (1.20) existe pelo menos um d que cumpre as condigoes (b) e (c),
logo —d também cumpre, logo esta provado a existéncia.
Porém, se d’ cumpre (b) e (c) entao d | d' e d' | d, portanto | d |=| d’ |.

Logo existe somente um d > 0 que cumpre (b) e (c). O

Definicao 1.21. Maximo divisor comum.
O niamero d da Propriedade (1.21) é chamado de mdzimo divisor comum (m.d.c.)

de a e b e denota-se mdc{ a, b }.

Propriedade 1.22. Lema de Euclides®.
Sea|bc e mde{a,b} =1 entao al|c.

Demonstracao.

Desde que mdc{ a, b } = 1 podemos escrever 1 = ax + by para algum z, y € Z,

consequentemente ¢ = cax + cby, Como a | acx ¢ a| be, entao ¢ = cax + zay logo a | c.

8Euclides de Alexandria “300a.C.” foi professor, matematico, platénico e escritor possivelmente grego,
muitas vezes referido como o “Pai da Geometria”. Além de sua principal obra “Os Elementos”, Euclides
também escreveu sobre secoes conicas, geometria esférica, teoria dos nimeros.
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Definicao 1.22. Minimo mailtiplo comum.
Sejam a, b € Z nao nulos, o minimo multiplo comum de a e b, denotado mmc{a, b}

€ definido por
a-b

mmc{a, b} = mde{a b}

1.8.3 Numeros primos

Definicao 1.23.
Diz-se que o inteiro n € um numero primo, se n > 1 e 0s unicos divisores positivos
de n sao 1 e o proprio n. Se n nao € numero primo entao é chamado de nimero

composto.

Exemplo 1.53.
Sao numeros primos: 2, 3, 7, 11, 13, 17, 19

Sao numeros compostos: 4, 6, 8 10, 16, 24
O ntimero 1 nao é primo; observe que nao cumpre a defini¢ao.

Propriedade 1.23.

Todo niumero inteiro n > 1 € numero primo ou produto de nimeros primos.
A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Propriedade 1.24. FEuclides.

Existe uma infinidade de nimeros primos.
A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Propriedade 1.25. Teorema fundamental da aritmética.

Todo nimero inteiro n > 1 podemos expressar como produto de fatores primos de modo

Unico.
A demonstracao deste teorema é exercicio para o leitor.

Exemplo 1.54.
Mostre que 13|27 + 3.

Demonstracao.

Denotemos para este exemplo m(13) como algum multiplo de 13, isto é m(13) =
13, «a € Z.
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Tem-se: 2*=13+3, 2°=m(13)+6, 2°%=m(13)+4=m(13)— 1. Logo,
270 = 28 x (29" = 2Y[m(13) — 1]" = m(13) — 2 =m(13) — 3
Por outro lado, 32 =13 —4, 3% =m(13) + 1. entdo
30 =3.(3")% =3 (m(13) + 1)* = 3(m(13) + 1**) = m(13) + 3

Assim, 27° 1 37 = [m(13) — 3] + m(13) + 3 = m(13).
Portanto,  13]27 4 37,

Exemplo 1.55.
Mostre que existem infinitos valores de n € Z para os quais 7 e 11 sao divisores de
8n? + 5.

Demonstracao.

Se 7 e 11 sao divisores de 8n? + 5, segue que 77 também é um divisor de 8n? 4 5, pois
om.d.c{7, 11} =1.
Se 77 ¢ um divisor de 8n? + 5 entao existe 3 € Z tal que

8 +5=T78 = Sn+5-T7T=T71(3-1) = 8n*-9)=T77(8-1)

Como 8177, segue que 8|(3—1) e 77|(n*—9).

Assim, para todo @ € N temos S —1 = 8a e n?> -9 = T7a, a € N, logo
B =1+8a.

Portanto, 8n?+ 5 = 77(1 + 8«) para todo a € Z, assim existem infinitos valores de

n € Z para os quais 8n? + 5 é divisivel por 7 e por 11.

Exemplo 1.56.

Seja n um numero natural. Mostre que um, e apenas um, niumero de cada terna abaizo
€ divisivel por 3.

a)n,n+2, n+4 b) n, n+ 10, n + 23 c)n,n+1,2n+ 1.

Demonstracao.

O conjunto de todos numeros naturais podemos representar mediante o conjunto
A={3k 3k+1,3k+2, keN}
Se n = 3k, entao para todos os 4 exercicios um, e apenas um, nimero de cada terna

é divisivel por 3
a) Para o conjunto n, n+2, n+4

e Sen = 3k+1 entao a terna dada podemos escrever na forma 3k+1, 3k+3, 3k+5

logo um, e apenas um, namero da terna ¢é divisivel por 3, o niimero 3k + 3.
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e Sen = 3k+2 entao a terna dada podemos escrever na forma 3k+2, 3k+4, 3k+6

logo um, e apenas um, namero da terna ¢é divisivel por 3, o niimero 3k + 6.
Com qualquer das trés hipéteses na terna n, n+ 2, n+4 um, e apenas um, nimero
da é divisivel por 3.

b) Para o conjunto n, n + 10, n + 23

e Sen = 3k+1 entao a terna dada podemos escrever na forma 3k+1, 3k+11, 3k+24

logo um, e apenas um, numero da terna ¢é divisivel por 3, o niimero 3k + 24.

e Sen = 3k+2 entao a terna dada podemos escrever na forma 3k+2, 3k+12, 3k+25

logo um, e apenas um, numero da terna ¢é divisivel por 3, o ntiimero 3k + 12.
Com qualquer das trés hipoteses na terna um, e apenas um, niimero da ¢é divisivel
por 3.

c) Para o conjunto n, n+ 1, 2n + 1

e Sen = 3k+1 entao a terna dada podemos escrever na forma 3k+1, 3k+2, 6k+3

logo um, e apenas um, nimero da terna é divisivel por 3, o numero 6k + 3.

e Sen = 3k+2 entao a terna dada podemos escrever na forma 3k+2, 3k+3, 6k+5

logo um, e apenas um, namero da terna é divisivel por 3, o niimero 3k + 3.

Com qualquer das trés hipoteses na terna um, e apenas um, nimero da é divisivel

por 3.
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Exercicios 1-5

1. Caso existam, determine o supremo, o infimo, o maximo e o minimo para cada um

dos seguintes conjuntos:

1. B={z€Q/ |22—4]<16}

2. A={z€Z/. |2*°-9|+3|z—4]<16}
3. C={zeN/ |22-2+1]|<3}
4. D={z€l/. |bx—10|+|z|>1}
5. F={zeR/. |22-9|>16—x}
6. E={z€Z/ |2*—16|+|z—4|>1}
7. H={zeR/. |2?-9|<16—x}
8. G={zeR/ |9-2?|—-|z—-4|<1}
2. Mostre que 1 é o supremo do conjunto E = { x/. x:2n2: , neN}

3. Mostre que, se o produto de n ntumeros positivos ¢ igual a 1 (um), a soma dos

mesmos nao ¢ menor que n.

4. Mostre que, se x1, x9, T3, Ty, -+ , T, SA0 NUMeros positivos, temos:
Ty T2 T3 T4 Tp-1 | Tn
-+t —+—+ -+ +—2=2n
To T3 Ty T Tn T

5. Utilizando o principio de indugao matematica, mostre cada um dos seguintes enun-
ciados, onde n € N:

D(2n+1
1. 12+22+32+---+n2:n(n+ )@n + ).

2. 13+23+33+~--+n3:M.

3. 1+4+7+~~+(3n—2)_@.

4. 12+32+52+~-+(2n—1)2:w.

5. 2+5+8+~~+(3n—1):n(1;3"), 1

6. 204204224 ... gl =92" 1 n>1
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6.

10.

11.

12.
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1)(n +2
7. 1x2+2x3+3x4+”._+mn+1%:”m+‘;n+ )

LS S S 1 _n
1x3 3x5 5xT (2n—1)2n+1) 2n+1

Utilizando o principio de indugao matematica, verifique a validade de cada um dos

seguintes enunciados:

(n?+n) ¢&divisivel por 2, Vn e N.

(n®+2n) & divisivel por 3, Vn e N.
n(n+1)(n+2) édivisivel por 6. Vn e N, n#O0.
(32" —1) édivisivel por 8, Vn € N.

(10" —1) édivisivel por 9, Vn e N.

2" >n? VneN, n>4

3">(1+2n); VneN.

® N S gk W Db

8 éumdivisor de 5" +7 VneN, n>1

Determine a validade das seguintes proposigoes; justifique sua resposta.
1. Sex,yeR,com0<zxz <y, entao 2" <y” VneN, n#0.
2. 4" -1 édivisivel por 3, Vn e N.

3. (8" —=5") édivisivel por 3, VneN.

4. (10" +10"+1) é divisivel por 3, Vn € N.

5

4 >n* VYneN, n>5.
22n+1 +32n+1

6. — ¢ um numero inteiro.

Mostre que, para quaisquer que sejam os numeros positivos diferentes a e b é valida
. a+bn

a desigualdade: "Vab" <

n+1"

n

Mostre a seguinte igualdade: > (b+a;) = nb+ > a;
i=1 i=1

Se n € N, o fatorial do niimero n é denotado n!, e definido do modo seguinte: 0! =
1, 1! =1equandon > 1define-sen! =1x2x3x4x5x%x ---(n—1)xn oun!
=n(n—1)(n—2)(n—3) --- 4 x 3 x2x 1. Mostre que:

1. 2»'<n! VneN. 2. 2"<nl <n"para VneN n>4.

: +11"
Mostre a desigualdade: n! < {HT} para n natural, com n > 2.

Mostre que, se | z |< 1, para qualquer inteiro n > 2, entdo é valida a desigualdade:
(I—z)"+ (1 +2x)" < 2™
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10.

11.

. Determine a soma: S = -+ S+ =+ -+ -+ +

Miscelanea 1-1

. Sejam a, b e c raizes da equacao x® — 3z% + 92 — 2 = 0. Mostre que o valor de

11 1 69

a2 b 2 4

. Determine a soma: S =1+ 2z +3z% +42% + -+ + (n+ 1)2™.

Determine a soma: 1411411141111+ --- 4111111111 ---1, se o ultimo somando

¢ um numero de n algarismos.

. Determine a soma: S =nx + (n — 1)z* + (n — 2)2% + -+ + 22" + 2™

1 3 ) 7 2n —1

2 22 23 24 AL
Mostre que a média geométrica de n nimeros positivos nao ultrapassa a média

aritmética destes mesmos n nimeros.

Mostre que, se m > 1, m € N sao validas as seguintes desigualdades:

1 . 1 . 1 n N 1 >1
m+1 m+2 m-+3 2m 2
1 1 1 1

> 1

mrl mr2 mi3 T TmremtD

Prove que, para qualquer inteiro positivo n é valido o seguinte:

1+1+1+1+ +1<n—1
22 32 42 ;52 n? n

Mostre por indugao sobre n, que:

1. Sex = p+ /g, onde p e ¢ sdo racionais, e n € N entao 2" = a + b,/q sendo a e b

numeros racionais.
2. Mostre que: (p —/q)" = a —b/q.

Mostre que, se os ntmeros positivos a, b, ¢ formam uma progressao aritmética;

- 1 1 -
entao os numeros também formam uma progressao

Vb+/a Vet va e+ Vb

aritmética.

n
O simbolo ) a; é usado para representar a soma de todos os a; para valores do
i=1

n
inteiro i desde 1 até n; isto é > a; = a; +ay +as+ -+ + a,_1 + a,. Mostre que:
i=1
n 1 n
> — = .
(i +1) n+1
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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n
Calcular a soma S = ) a; sendo a; = k uma constante.
i=1

2

1
< — é verdadeira Vx € R.

Mostre a desigualdade <
1424 = 2

Usando o fato que 2% 4+ zy + y? > 0, mostre que a suposicao z? + zy + y> < 0 leva

a uma contradicao.

Uma piramide hexagonal regular, com a aresta da base 9 cm e aresta lateral 15 cm,
foi seccionada por dois planos paralelos & sua base que dividiram sua altura em trés
partes iguais. Mostre que a parte da piramide, compreendida entre esses planos,
tem volume, 126v/3 cm?.

n+ 1\

Prove, por indugao, que ( < n para todo n > 3 e conclua dai que a

n
sequéncia 1, v/2, v/3, V4, ... ¢ decrescente a partir do terceiro termo.

Uma indistria de cosméticos deseja embalar sabonetes esféricos de raio 3 cm. A
embalagem devera ter formato cilindrico de forma a acondicionar 3 sabonetes, como

mostra a Figura (1.7) (vista superior da embalagem aberta).

Figura 1.7:

Mostre que a medida do raio e a altura da embalagem, em cm, deverao ser de,

aproximadamente: 6,92 e 6 respectivamente(. Sugestao: V3= 1,73)

Verifique, que o maximo ntamero de diagonais de um poligono convexo de n lados é:

Nd:@ VneN, n>3.

Mostre que se um nimero primo p nao divide a a, entdao mme{ p, a } = 1.

Prove que se m é um inteiro nao negativo, entao

1™+ 2" 43" 4o (n—=1D"+n" <™ n>1
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21. Mostre por indugao que para qualquer inteiro £ > 1 en € N:

k+1
1. >14+2 43+ .. (n=2+(n—1)"
it = ( )"+ ( )
k=1
n k _1 _1 _1 _1
2. . 21 +2 43k 4+ (n—1)"F+nk
%

22. Mostre por indugao o seguinte:

1. A desigualdade de Cauchy :

($) = () (2

2(n+1)
2. (1+9A+AH0+q") 1+ +¢*) = T

n n!
23. Define-se o coeficiente binomial = ——35e 0 < m < n. Mostre que:
m ml(m —n)!

n+1 n n
1. = + sel<m<n.
m m— 1 m

2. (a4+b)" = 3. (") @b Va, beR.

=0 \J
24. Descobra o erro no seguinte raciocinio por indugao:
Seja P(n): Se a e b sao inteiros nao negativos tais que a +b<n = a=Db.
Observe que P(0) é verdadeira.

Sejam a e b inteiros tais que a +b < h+ 1, definac=a—1 e d =b— 1, entao
ctd=a+b—2<h+1-2<h. A verdade de P(h) implica que a = b; isto é
P(h + 1) é verdadeira.

Portanto P(n) é verdadeira para todon >0, n € N.

1 11° 17? 11" 1)"
25. Mostre que: [1+—|.|1+=| . |1+=| --- [1+— :M Vn € NT.
1 2 3 n n!

26. Se a, b e n sao inteiros positivos, mostre o seguinte:

s C) OG0 () )6 - 2)
s (o) () ) e () ) - )
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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Sejar # 1.

1_ n
1. Deduzir que, a + ar + ar® + ar® + ar* + - - +ar"1:a{1 r }
—r

2. Mostre por inducgao sobre n € N, n > 1 que:

1_ n
a+ar+ar2+ar3+ar4+-~—i—ar”_l:a{l T}
—r

Mostre que, para qualquer z > 0 e para todo nimero natural n-par, a seguinte

desigualdade é verdadeira:

xn+$n—2+xn—4+_“_‘_

xn—4 + xn—2

1
+—2>n+1

x’ﬂ
Mostre que todo niimero natural podemos escrever como o produto de niimeros
primos.

A sequéncia de Fibonacci define-se como segue: a; =1, as =1, a, = a,_1+0, 2

para n > 3. Mostre por inducao que:

Na figura ao lado, o triangulo ABC é equilatero, M é ponto médio do lado AB, o
segmento M N é perpendicular ao lado BC e o segmento NP é perpendicular ao
lado AC.

Sabendo que o lado AP = 12, calcular a area do triangulo ABC

A

B N C

Mostre que, se ay, as, as, - - - , a, sao nimeros reais tais que | a; |< le| a,—a,—1 |[< 1,

entao | a, |< 1.

Mostre que, para todo inteiro positivo n e para p > 0 ntmero real a seguinte

—1
desigualdade é valida:(1 +p)" > 1+ np + n("T%g

n

Mostre que: | > a; [< >0 | a; |
i=1

i=1



Capitulo 2

FUNCOES

Leonhard FEuler nasceu em Basileia, na Suica, em 15 de
abril de 1707, e morreu em 18 de setembro de 1783, em Sao
Petersburgo, Rissia. Foi o matemdtico mais produtivo do século
XVII - ha quem o considere o matemdtico mais produtivo de
todos os tempos.

Euler estudou Matemdtica com Johann Bernoulli. Quando,
em 1725, Nikolaus, filho de Johan, viajou para Sao Petersburgo,
convidou o jovem Fuler para sequi-lo e se inscrever na Academia,
até 1741. Em 1726, Euler jd tinha um pequeno artigo publicagao

em 1727, publicou outro artigo sobre trajetorias reciprocas. Este
eonhard Euler artigo ganhou 0 segundo lugar nf) Grande Premz’o 'da A.cademia
de Paris, o que foi um grande feito para o jovem licenciado.

De 1741 até 1766, Fuler esteve na Alemanha, na Academia
de Berlim, sob a protecao de Frederico-o-Grande; de 1.766 a 1783 woltou a Sao Petersburgo,
agora sob a protegao da imperatriz Catarina.

A wvida deste matemdtico foi quase exclusivamente dedicada ao trabalho nos diferentes cam-
pos da Matemdtica. Embora tivesse perdido um olho, em 1735 e o outro em 1766, nada podia
interromper a sua enorme produtividade. FEuler, cego, ajudado por wma memdria fenomenal,
continuou a ditar as suas descobertas. Durante a sua vida escreveu 560 livros e artigos; em voda
deizou muitos manuscritos, que foram publicados pela Academia de Sao Petersburgo durante os

quarenta e sete anos sequintes a sua morte.

2.1 Introducao

A aplicabilidade da matemética, enquanto instrumento de estudo dos fenémenos reais,
depende essencialmente da sua capacidade de representar esses fendmenos, isto é, da
concepcao de um modelo matematico que sintetize e relacione as principais caracteristicas
do fenémeno a estudar. Nesses modelos matematicos, tais relagoes sao hoje representadas
por funcgoes. O conceito de fun¢ao hoje nos pode parecer simples,mas, é o resultado

de uma lenta e longa evolucao historica iniciada na antiguidade, quando, por exemplo,

65
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os matematicos da Babilénia utilizaram tabelas de quadrados e de raizes quadradas e
cuibicas, ou quando os Pitagoricos tentaram relacionar a altura do som emitido por cordas
submetidas & mesma tensao com o seu comprimento.

Na época antiga, o conceito de fungao nao estava claramente definido. As relagoes
entre as variaveis surgiam de forma implicita e eram descritas verbalmente ou por um
grafico. S6 no século XV II, quando Descartes! e Pierre Fermat introduzem as coordena-
das cartesianas, é que se torna possivel transformar problemas geométricos em problemas
algébricos e estudar analiticamente as funcoes.

A matematica recebe assim um grande impulso, notadamente pela sua aplicabilidade a
outras ciéncias. A partir de observacoes ou experiéncias realizadas, os cientistas passaram
a determinar a féormula ou funcao que relaciona as variaveis em estudo. A partir daqui
todo o estudo se desenvolve em torno das propriedades de tais funcgoes.

E por isso que um dos conceitos mais importantes da matematica é o de funcdo. Em

quase todas as partes da ciéncia o estudo de funcoes ¢ a parte central da teoria.

2.2 Relacoes

Dados os conjuntos A = {1,2,3,4} e B ={a, b, ¢, d}.

Podemos estabelecer uma relagao (correspondén-

cia) entre os conjuntos A e B de modo que, a cada nu- A B

mero em ordem crescente do conjunto A corresponda 1 a

uma letra na ordem alfabética do conjunto B. 9 k
Outro modo de apresentar o esquema da Figura

(2.1) seria utilizando a forma de par ordenado, isto é: 3 g

(1, a), (2,0), (3, ¢) e (4, d). 4 d
Observamos que a correspondéncia estabelecida
determina um subconjunto do conjunto produto car- Figura 2.1:

tesiano A x B. Este conjunto é denotado como:

{(1, a), (2,0), 3, ¢), (4, d)}.

Definicao 2.1.
Dizemos que S € uma relagio de A em B, se S é um subconjunto do produto
cartesiano A x B; isto €, S C A x B.

Assim, uma relagao é uma correspondéncia existente entre conjuntos nao vazios.

'Rene Descartes (1596 — 1650), criador da geometria analitica, foi um gentil homem, militar, mate-
mético e um dos maiores filosofos de todos os tempos
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A correspondéncia entre os dois conjuntos é dada em termos de pares ordenados, onde
o primeiro elemento do par procede do conjunto de partida A e o segundo elemento do

par procede do conjunto de chegada B.

Observacao 2.1.

1) Sex € Aey € B ecumpre (x,y) € S, entdo dizemos que x estd em relagao com

y mediante S e denotamos com o simbolo xSy.

2) Se S € uma relagao de A em B, o conjunto A é chamado de “conjunto de partida” e

o conjunto B € chamado de “conjunto de chegada’.

3) Como o conjunto vazio ) C A x B, entao () é uma relagio de A em B e é chamada

de “relacao nula ou vazia”.

4) Temos que S é uma relagio de A em B, se e somente se S C A X B.

Os conjuntos de partida e de chegada nao necessariamente tém uma estrutura. No
entanto, segundo o tipo de estrutura imposta a esses conjuntos, e o tipo de restricao que
se impoe a propria relacao, obtemos alguns tipos especiais de relagoes, cada uma delas

com um nome especifico

Exemplo 2.1.
Sejam os conjuntos A = { alunos do 1°ano de Cdlculo I } e B = N, entao com 0s

conjuntos A e B podemos formar algumas relacoes como:
Si={(xr,y) € AxB/. x tém y anos }

So={(z,y) € AxB/. x tém y reais }

Exemplo 2.2.
Sejam os conjuntos: A = {3, 4,5, 6}, B = {1, 2, 3, 4} e a relagao:

S = {(wy) €AxB/ = =y+2)
Assim, podemos escrever: S ={(3, 1), (4, 2), (5, 3), (6, 4) }.
2.2.1 Dominio e imagem de uma relacao
Seja S uma relagao nao vazia de A em B, isto é:

S={(x,y) € Ax B/. x estaem relacao com y }
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Definicao 2.2. Dominio de uma relagao.
O dominio da relagio S de A em B € o conjunto dos elementos x € A para os

quais existe um elemento y € B tal que (z, y) € S.

Isto ¢ o dominio de S é o subconjunto de elementos de A formado pelas primeiras
componentes dos pares ordenados que pertencem a relacdo. A notagao para indicar o

dominio da relagao S ¢ D(S) assim definido:

D(S)={z€A/. yeB;, (z,y €S}

Definicao 2.3. Imagem de uma relagao.
A imagem ou contradominio da relagao S de A em B € o conjunto dos elementos

y € B para os quais existe um elemento x € A tal que (x, y) € S.

Isto é, a imagem de S é o subconjunto de B formado pelas segundas componentes dos

pares ordenados que pertencem a relacao. A notacao para indicar a imagem da relagao

S éIm(S)={yeB/. z€A; (v,y) €S}

Exemplo 2.3.
O dominio e imagem da rela¢ao do Exemplo (2.2) sao respectivamente:
D(S) = {3, 4, 5, 6} Im(S) = {1, 2, 3, 4}

2.2.2 Relacoes de R em R

No que segue, utilizaremos relagoes de A em B onde A e B sao subconjuntos do

conjunto de niimeros reais R.

Exemplo 2.4.
Seja S uma relagao definida por: S = {(x, y) € Nt x N/, 22 +4+¢* < 9}
Logo, nossa relagao é: S = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}. Um diagrama da relagdo

S mostra-se na Figura (2.2).
Observe, somente sao quatro pontos do plano.

Exemplo 2.5.
Seja T a relagio em R definida como seque: T = {(z, y) ERxR /. 2*+y* <9}

Um diagrama da relagdo mostra-se na Figura (2.3). Observe, é impossivel desenhar
um a um os infinitos elementos da relagao T isto acontece pelo fato a relagao T estar

definida com subconjuntos de infinitos ntimeros reais R.
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N
W

1 ° . /
X 3
-1 +v0 1 2 3 4 ¥
Figura 2.2: Figura 2.3:

Existem outros tipos de relagoes, como mostra a seguinte defini¢ao [6].

Definicao 2.4.

Sejam k nimero real constante nao nulo, e n € N.

i) Dizemos que y ¢é diretamente proporcional a z, se y = kx; e dizemos que y ¢é

inversamente proporcional a z, se y = k(—).
z

ii) Dizemos que y é diretamente proporcional 4 n-ésima poténcia de x, se y = k.z"

; e dizemos que y € inversamente proporcional & n-ésima poténcia de z, se

y = k(o).

a:n

iii) Dizemos que z é conjuntamente proporcional a z e y se z = kxy

Exemplo 2.6.

De um grupo de 100 alunos, a razio sequndo a qual um boato se espalha € conjun-
tamente proporcional ao nimero de alunos que ouviram o boato e ao numero de alunos
que ndao ouviram o boato. a) Se o boato estd se espalhando a uma razao de 5 alunos por
minuto, quando 30 o ouviram. Exrpresse a taxa sequndo o qual o boato se estd espalhando
como fun¢ao do nimero de alunos que o ouviram. b) Quao rdpido o boato se espalhou
quando 90 alunos o ouviram?

Solucao. a)

Suponhamos f(x) seja a taxa pelo qual o boato se esta espalhando, quando x alunos
o ouviram (logo nao ouviram 100 — x); entéo f(x) = kz (100 — x).
Quando = = 30, temos f(30) =5 = 5=£k(30)(100—-30) = 5=2100k =
1

5
b= 2100 420 ° (100 - 2)
i — X
L N S O
ogo f(v) = =

Solugio. b)
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Quando z = emos f(90) = ! [90( )] = o =
d 90. t 90 —190(100 — 90 i 2.142. a taxa de
’ 420 420 ' ’

crescimento quando 90 alunos o ouviram é 2, 142 ouvintes por minuto.

Exemplo 2.7.
O peso aproximado da banha em wum porco € diretamente proporcional a seu peso

corporal.

a) Expresse o numero de quilos do peso aproximado da banha de um porco como fung¢ao

de seu peso corporal sabendo que um porco com 98 kg tem um peso aproximado de
32 kg de banha.

b) Ache o peso da banha de um porco cujo peso corporal seja 72 kg.
Solugdo. (a)

Seja y = f(x) o peso aproximado de banha de um porco cujo peso corporal é x kg,
sendo o peso da banha diretamente proporcional a seu peso corporal, temos que existe
uma constante k tal que f(x) = kx; quando x = 98 temos f(98) = 32, logo 32 = £.(98)

onde k = —

98"
Portanto f(z) — -2 0
rtan = —u.
ortanto f(z 93
Solugao. (b)
32 1152
Por outro lado, quando x = 72 temos f(72) = 72(%) = 19 23,51.

Logo o peso da banha é aproximadamente 23, 51 kg.

Exemplo 2.8.

Uma torneira enche um tanque em 12 minutos, enquanto uma sequnda torneira gasta
18 minutos para encher o mesmo tanque. Com o tanque inicialmente vazio, abre-se a
primeira torneira durante x minutos; ao fim desse tempo, fecha-se essa torneira e abre-se
a sequnda, a qual termina de encher o tanque em (z + 3) minutos.

Calcular o tempo gasto para encher o tanque.

Solugao.

Seja V' o volume do tanque, do enunciado, conclui-se que, em 1 minuto a contribuicao
Vv

de cada torneira sera 3 © 8 do volume total do tanque, respectivamente.

Podemos entao escrever a relacao: Tk + ITh (x 4+ 3) = V; entao

T :1:+3_

1 2 -
12—|— 13 = 3r+2xr+6=236

assim z = 6.
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Logo, o tempo para a primeira torneira ¢ x = 6 e o tempo para a segunda torneira é
9 minutos.

Conclui-se, que o tempo total gasto, sera igual a 15 minutos.

Exemplo 2.9.

1
Um acidente foi presenciado por 5 da populagao de Patopolis. O numero de pessoas
B

:W, ondeBéo
a—kx

que soube do acontecimento apds x horas, € dado por: f(x)
total da populacao.

Sabendo que 9 da populacao soube do acidente apos 3 horas. Determine o tempo

1
transcorrido até que R da populacao soubesse da noticia.
Solugao.
1
Pelo enunciado do problema, no tempo = = 0, o acidente foi presenciado por 5 da
populacao B.

1 1 B
F&ZGI’IdOI’ZO (§] f(O):@-B,Vem: @B:m

Também pelo enunciado do problema, quando z = 3 temos,

de onde C' = 64.

1 B
-B = —--B

1
f(3>_§ 9 7 14+ 64q-3k

1
Dai vem: 9 =1+ 64a—*, logo 3= a—*, de onde
23 =("N? = d"=2 = k=log,2

Sabe-se que, para todo ntimero real positivo s, é valida a igualdade s = a'°%*, logo a

funcdo dada no enunciado podera ser escrita como: f(x) = 1727 ol

1
Qual o tempo transcorrido até que v da populagao soubesse da noticia do acidente?

Ora, basta fazer f(x) = B B e calcular o valor respectivo de z.
T tio: B B
eremos entao: — = T=——

1
Portanto, o tempo transcorrido até que R da populagao soubesse da noticia do acidente

= 4=27".64 = x=4

foi x = 4 horas.

Exemplo 2.10.

Dadas as relagoes: f(x) =x+1; g(x) =z — 2; resolver a equagao:

| f(x) + g(2) |=] f(2) [+ [ g(z) |

Solugao.
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Temos: | (z+1)+(x—=2) |=| (z+1) |+ | (z—2)| & |2z—1|=|z+1]|+]|2—2]
Sex < —l,entdo —(2z —1) = —(z+1)—(x—2) = —2x+1=—-2x+1, logo
z € (—o0, —1).

1
Se—1<z< §,entéo —2z—-1)=(x+1)—(z—-2) = —2x+1=3,logoxr=—1.

1
Se§ <z <2entao 2 —1)=z+1—-(x—-2) = 2x—1=3 logor =2
(absurdo!).

Se2<z,entao2xr —1l=ax+142x—-2 = —1=-—1,logox>2.
Portanto, z € (—oo, —1) U [2, +00).

Exemplo 2.11.
Determine os valores de a e b na relagao f(x) = ax® + bx + 5, para os quais seja
vdlida a identidade f(x + 1) — f(x) = 8x + 3.

Solugao.

Temos f(z+1) — f(x) =a(z +1)*+blx+1)+5— (ax? + br +5) =8 +3 =
= z(2a)+a+b=8r+3 = 2a=8 ou a+b=3

Portanto, a =4 e b= —1.

Exemplo 2.12.

Determinar o dominio de definicao da sequintes relagao:

. 322
R(z) = Va2 — 4z + 12+ T —nio
—Tr — X

Solugao.
O numeros reais do dominio da relagao R cumpre:
=4 +12>0 e —2-20+2">0 <&
& (2-2%48>0 e (z-5)(z+4) >0 <
& ze€R e (—oo, —4)U(5, +0) <
<  D(R) = (—o0, —4)(5, +00)

Portanto, o dominio da relagdo R(x) ¢ D(f) = (—oo, —4) U (5, +00).
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Exercicios 2-1

= ’ 4
T ’
o \

1. Sejam os conjuntos A = {0, 1,2} e B = {3, 2, 1}, escrever em forma de

conjuntos a relacao de A em B definida por x = yparaxz € Aey € B.

2. Sejam as relagoes: f(z) =z e g(x) = x — 2. Para quais valores de z, é valida a
relagao: | f(x) — g(z) |>[ f(z) [ = [ g(z) |?

3. Suponha os conjuntos A = {3, 5, 8,9} e B = {1, 3,5, 7}, escrever em forma

de conjuntos a relacao de A em B definida por:
1. z<vy; z€A e ye€B 2. z>2y; €A e yeB

3. r=vy;, v€A e yeB 4. y+x =4, x€A e yeB
5. wxédivisivel pory; =z €A ey €B

4. Para o exercicio anterior, determine o dominio, imagem de cada relacao.

5. Construir um desenho, achar o dominio e imagem para cada uma das seguintes

relacdes definidas em R.
1. S ={(z,y) € R¥.x — 5y = 0} 2. S ={(r,y) € R = =3
3. S —{(x,y) cRY. y < 2} 4. S —{(z, y) R y::é}
5. 8 ={(ny) R/ (x-2)(y+3) =0}

6. S ={(z,y) €eR?. z=3 e -2 < y<2}L

7. S={(z,y) eR?. y=2r e z € [-2 1]}

9 — a?
_ 2 _
5. 5=y R y- 2y
9. S ={(z,y) eR?. z=3 e y > 0}
322 — 8x +4
10. § = {(z, y) € R?/. y:T}

6. Para as relacoes do exercicio anterior, achar as relacoes inversas, indicar seu dominio
e imagem e desenhar-la.
7. Desenhar, logo determine o dominio e imagem das seguintes relacgoes:
1. S={(x,y)eR?/. 1<z+y<2}
2. S={(z,yeR?/) |z[+]yl=5}
3. S={(@yek/ |z[+]|y[<8}
4. S={(z,y)eR?/. y<2® e 22+y*<1}



74

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Sendoy =|x—5|+4+|3z—21|+|12—3z|,sed <z <5, podemos afirmar que a

relacao é equivalente a:

Seja A = {4, 5, 6 } define-se a relagdo em A x A do seguinte modo (a, b)S(c, d)
se, e somente se a + d = b+ c¢. Achar os elementos da relagdo S e determine seu

dominio.

Seja A = {1, 2, 3} define-se a relacao em A x A do seguinte modo (a, b)T (¢, d)
se, e somente se a — d = b — ¢. Achar os elementos da relagao T' e determine seu

dominio.

A soma dos angulos interiores de um poligono regular convexo plano esta em relacao
com o namero de lados. Expressar analiticamente esta relagao. Quais valores pode

assumir a variavel independente?

Escrever a relagao que expresse a dependéncia entre o raio r de um cilindro e sua

altura A sendo o volume V = 1.

Determine os valores de a e b na relagio y = S(x) onde S(x) = az?® + bx + 5 para

os quais é valida a igualdade S(z + 1) — S(x) = 8z + 3.

Se f(z) = m comz # 0ex # —1, entdao o valor de S = f(1)+ f(2)+ f(3) +

-+ £(100) é:

O desenho da relagao f de R em R, dada por f(z) =| 1 — | —2, intercepta o eixo
das abscissas nos pontos (a, b) e (¢, d), com a < c. Nestas condi¢bes o determine
ovalorde E=d+c—b—a

A variavel z é inversamente proporcional a y; y é diretamente proporcional a z; z
é diretamente proporcional a u, que por sua vez é inversamente proporcional a v.

Que dependéncia existe entre x e v ?

A folha de pagamento (F.P.) mensal de uma empresa é diretamente proporcional
ao numero de trabalhadores (7"), sabendo que 20 dos trabalhadores tem uma folha
de pagamento de R$3000,00. a) Expresse o valor da folha de pagamento mensal
como fungao do nimero de trabalhadores; b) qual a folha de pagamento para 18
trabalhadores?

Seja a € R um numero fixo, e f(x) = a” uma relagdo em R

1. Mostre que, para V x € R é valida a seguinte expressao: f(—zx)- f(z) = 1.

2. Mostre que f(z) - f(y) = f(z +y)
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2.3 Funcoes

O conceito béasico de fungao é o seguinte:

“toda vez que temos dois conjuntos e algum tipo de associacao entre eles que
faca corresponder a todo elemento do primeiro conjunto um tunico elemento
do sequndo, ocorre uma fung¢ao ”

De outro modo, dados os conjuntos A e B, existem diversas relagoes de A em B,

entre estas tém particular importancia aquelas que cumprem o seguinte:

Definicao 2.5.
Uma relagao f de A em B denotado f : A — B, € uma “ fungao” se, a todo

elemento x € A, corresponde um tunico elemento y € B.

A definigao é conhecida como: “conceito intuitivo de func¢ao”. Se (a, b) € f, escreve-se
fla)=besele“f dea” ou“f aplicado em a”.

Observe, por exemplo, os diagramas das relagoes das Figuras (2.4) e (2.5)

A B A B
1 4 1 a
2 , 1 2 , b
e
3 . 2 3 . C
4 3 4 d
Figura 2.4: Figura 2.5:

A relagao da Figura (2.4) nao é uma fungao, pois existe o elemento 4 no conjunto
A associado a mais de um elemento do conjunto B. Preste muita atencao no préximo
exemplo:

A rela¢ao da Figura (2.5) é uma fungao, pois todo elemento do conjunto A, esta

associado a somente um tunico elemento do conjunto B.

2.3.1 Grafico de uma funcao

Definicao 2.6. Grifico de uma funcgao.

Denomina-se grdfico de uma fungao ao conjunto:

Gr={(z,9)/. zeD(f) e y=/f(z)eln(f)}
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2.3.2 Definicao formal de fungao

Definicao 2.7.
Uma fungao [ definida em A com wvalores em B e dominio D(f) C A, € um

subconjunto Gy C A x B que cumpre as sequintes condigoes:
i) VzeD(f), 3 ye B talque (z,y) € Gy.

ii) Se (z, y) € Gy e (z, z) € Gy, entdo y = 2.

Da parte i) podemos afirmar que a todo elemento = € D(f) corresponde pelo menos
um elemento y € B tal que (z, y) € Gy; e de ii) o elemento y associado ao elemento = é

unico.

2.3.3 Dominio e imagem de uma funcao

Da definicao de funcao, “toda funcao € uma relacao, mas nem toda relacio € uma
fun¢ao”, o dominio e imagem de uma fungao sao respectivamente o dominio e imagem da
relacao que ela representa.

O dominio de uma funcao f : A — B é sempre o préprio conjunto de partida, ou
seja, D(f) = A. Se um elemento = € A estiver associado a um elemento y € B, dizemos
que y é a imagem de z (indica que y = f(x) e 1é-se “y é igual a f de z”).

Com base nos diagramas das Figuras (2.4) -(2.5) acima, concluimos que existem duas

condic¢oes para que uma relacao f seja uma funcao:

1° O dominio deve sempre coincidir com o conjunto de partida, ou seja, todo elemento
de A é ponto de partida de flecha. Se tivermos um elemento de A do qual nao parta

flecha, a relacao nao é funcao.

2° De cada elemento de A deve partir uma tunica flecha. Se de um elemento de A partir

mais de uma flecha, a relacao nao é fungao.

Observacao 2.2.

e Como z e y tém seus valores variando nos conjuntos A e B, recebem o nome de

Variduels.

e A variavel x é chamada “varidvel independente ” e a variavel y, “varidvel dependente”,

pois para obter o valor de y dependemos de um valor de z.

e Uma fungao f fica definida quando sdo dados seu dominio (conjunto A), seu con-

tradominio (conjunto B) e a lei de associagao y = f(x).
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2.3.4 Obtencao do dominio de uma funcao

O dominio de uma fungdo em R é o subconjunto de R no qual o nimero y = f(x) € R.

Temos alguns exemplos de fungoes:

1) Seja f(x) =3z —6
Do fato ser possivel em R quando 3z — 6 > 0 , entao o dominio de definicao para a
funcdo é: D(f) ={xz€R/. =z>2}.

i

2) Quando f(x) =

V3—uw
Como v/x — 2 s6 é possivel para z > 2 e, o denominador é possivel para r < 3 entao
para a fun¢ao f estar bem definida, D(f) ={x€eR /. 2<z<3}.

7

r—1

3) Consideremos a fungao g(x) =

Como o denominador x — 1 nao pode ser nulo (ndo existe divisao por zero), entao:
D(g)={zeR/. z#1}.
Exemplo 2.13.
Seja f : N — N (isto significa que o dominio e o contradominio sao 0s nimeros
naturais) definida por y = x + 2. Entdao temos que:

De modo geral, a imagem de x através de [ € x + 2, ou seja: f(x) =x+ 2.
e A imagem de 1 através de f é 3, ou seja, f(1)=1+2=3.

e A imagem de 2 através de [ € 4, ou seja, f(2)=2+2=4. O

Lembre, em uma funcao f : A — B, os elementos de B que sao imagens dos elementos
de A através da relacao de f e formam o “conjunto imagem de f” ou “contradominio de
1.

Exemplo 2.14.
Sejam A={1,3,4,5} e B={2,4,5,7} e f={(1,2),(3,4), (4,5), (5,7) }.

O diagrama correspondente da fun¢do f mostra-se na Figura (2.6).

Temos que:  f(1) =2, f(3) =4, f(4) =5, f(5)=T.

Im(f)=B e D(f)=A

Gr=1(1,2),3,4),(45), (5 7} O

Exemplo 2.15.

Considere a fungao f : A — B representada no diagrama da Figura (2.7), determine:
a) o dominio D(f); b) f(1), f(=3), f(3) e f(2); ¢) o conjunto imagem Im(f); d) a lei
associativa.

Solucao.
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Figura 2.6: Figura 2.7:

a) O dominio é igual ao conjunto de partida, ou seja, D(f) = A.

b) f(1) =1, f(=3) =9, f(3) =9 f(2) = 4.

c) O conjunto imagem é formado por todas as imagens dos elementos do dominio, por-

tanto: Im(f)={1,4, 9}.

d) Como 12 =1, (=3)2=9, 32 =9 e 22 =4, temos y = z°. O

2.3.5 Construcao do grafico cartesiano de uma funcao

Um sistema de coordenadas cartesianas consiste
em um par de retas de nimeros reais, as quais se
interceptam formando angulo reto, como mostra a Y

Figura (2.8); a reta horizontal é chamada “eixo-z”

ou “eixo das abscissas”’ e a reta vertical é chamada 2
de “eixo-y” ou “eixo das ordenadas”. 1
Para construir o gréifico de uma funcao y = —Z L
f(z), basta atribuir valores do dominio a variavel = oo vz
e, usando a sentenca matematica que define a fun- -1
¢ao, calcular os correspondentes valores para y = -2
-y

f(z). Por exemplo, se desejamos construir o grafico
da func¢ao definida por y = 2x—1. Primeiro observe Figura 2.8: Plano cartesiano
que o dominio sao todos os niimeros reais, logo, po-
demos considerar x = 2, t = 4, x = 6, x = 8, e
assim calculamos os respectivos valores para y, como indica a tabela:
Identificamos os pontos encontrados no plano cartesiano, como mostra a Figura (2.9).
O gréafico da fungao é uma reta que passa pelos quatro pontos encontrados. Basta
tracar a reta, e o grafico estaré construido.

Para desenhar o grafico de uma reta sao necessarios apenas dois pontos. No exemplo



Calculo Diferencial em R 79

Y

Figura 2.9:

acima, escolhemos 6 pontos. Em verdade é suficiente escolher dois elementos do dominio,
encontrar suas imagens e, logo apds, tracar a reta que passa por esses dois pontos.
Segundo a Defini¢cao (2.5), toda fungao f : A — B tem como dominio D(f) = A;
porém, quando dizemos que temos uma funcao de A em B e achamos seu dominio
D(f) C A, observe, temos uma relagdo de A em B, e ao calcular seu dominio D(f), a
transformamos em uma funcao (sempre que for possivel) de D(f) em B; isto ocorre com

frequéncia quando temos uma relagao de R em R e falamos de “fun¢do de R em R”.
Exemplo 2.16.

Seja f: R — R definida por:

f(a:):{ 1, se, z€Q

—1, se, xzel

determine: a) £(0,12) b) f(%) o) f(V3) d) £(0,333333...)

Solugao.
a) f012)=f(;)=1  b) f(3)=1
c) f(V2)=-1 d) f(0,333333...):f(g):1

Exemplo 2.17.

Dada a fungio f: R — R (ou seja, o dominio e o contradominio sao os nimeros
reais) definida por f(x) = z* — bx + 6, calcule: a) f(2), f(3) e f(0); b) o valor de
cuja imagem seja 2.

Solugao. a)
F2)=2-52)+6=0, f(3)=32-5(3)+6=0c f(0)=6 O

Solugdo. b)
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Calcular o valor de x cuja imagem vale 2 equivale a resolver a equagdo f(x) = 2, ou
seja, 2 — Hx + 6 = 2.
Utilizando a féormula de Bhaskara, encontramos as raizes 1 e 4.

Portanto, os valores de x cuja imagem é 2 sao x =1 e z = 4.
Exemplo 2.18.
Seja a fungio f: R — R definida por: f(x) = 2* — 3z + 2. Determine:

a) f(=3) b) f(=?) c) fly—z) d) fQ2r—3)—f(z+3)
e) f(a®) f) flz+h) g [f(fx) h) fa®-32+2)

Solugao.

a)  f(—3)=(-3)2—3(=3)+2 =20

b)  f(a?) = [2?]? — 3[2?] + 2 = 2% — 322 + 2

c) fly—2)=@wy—22-3y—2)+2=9y*+22—2yz—3y+32+2

d fQ2r-3)—fz+3)=[20—-3?-32z—-3]+2—[z+3]* =3[z +3]+2=
= [42? — 18z + 20] — [2* + 3z + 2] = 32? — 21z + 18

e) f(a*)=1[a*?—-3[a*| +2=0a"—3a*+2
f) flx+h)=(x+h)?=3(x+h)+2=2?+h*+2hx — 32— 3h + 2
g)  f(f(@) =[f@)]* = 3[f(x)] +2

h) f(2?-3z+2)=[2*-32+2*-3[x? -3z +2|+2=2'—623+102> -3z O

2.3.6 Funcao: Injetiva. Sobrejetiva. Bijetiva

Definicao 2.8. Funcao injetiva.
Dizemos que uma funcio f : A C R — B € injetiva, se a elementos distintos

do D(f) C A correspondem imagens distintas; isto € para qualquer xq, o € D(f)

com x1 # x9 corresponde f(xy) # f(x2).

Esta Defini¢ao (2.8) é equivalente a:

Dizemos que uma funcao f: A CR — B € “injetiva” se, para qualquer

x1, 2 € D(f) com f(x1) = f(x2) temos que x1 = xo.
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Por exemplo, a fungdo f : R — R definida por f(x) = 3x ¢ injetiva pois se x1 # 9
entao 3z # 3xa, portanto f(zy) # f(z2).

Definicao 2.9. Funcao sobrejetiva.
Dizemos que uma funcao f : A C R — B € sobrejetiva se, e somente se, seu

congunto imagem for igual ao contradominio.

Isto é, para todo y € B, existe z € A tal que f(z) = y; logo, a fun¢ao f : ACR — B

¢ sobrejetiva se Im(f) = B.

Definicao 2.10. Funcao bijetiva.
Dizemos que uma funcao f : A C R — R € bijetiva entre A e R quando ela é

sobrejetiva e injetiva (ambas as condigoes).

Por exemplo, a funcao f : R — R definida por y = 3z é injetiva, como vimos no
exemplo anterior. Ela também é sobrejetiva, pois Im(f) = B = R.

Logo, a funcao f é bijetiva.

A funcdo g : N — N definida por y = x 4+ 5 nao é sobrejetiva. Pois Im(g) =
{5, 6,7, 8, -} e o contradominio é N, esta fungao é injetiva, pois valores diferentes de
x tém imagens distintas.

Entao essa funcao nao é bijetiva.
Observacao 2.3.
e E sinonimo de funcao injetiva: Fung¢do injetiva. Funcdo univoca
o E sinonimo de funcio sobrejetiva: Funcio sobrejetora.
o [ sinonimos de funcao bijetiva: Funcdo biunivoca. Correspondéncia biunivica. Bi-
jecao. Funcao um-a-um.

Exemplo 2.19.
Considere os conjuntos A ={5,6, 7,8t e B={1, 2, 3,4, 9} definida pela equagao
y=x—4.
Para cada a € A fica associado um unico y € B.
Considerando y = f(x) = x — 4 temos f(5) =1, f(6) =2, f(7) =3 e f(8) =4.
Esta fungao € ingetiva, nao € sobrejetiva (para o elemento 9 € B, nao existe um

elemento em A), logo nao € bijetiva.

Exemplo 2.20.

a) Sejam A={1,3,9,10} e B={2,3,4,5} e f:A— B a fungio definida por
f(1)=2, f(9) =3, f(3) =4 e f(10) =5 € funcao bijetiva.
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b) A func¢io h={(z,y) eR?* /. y=2*+1;, —-3<x <3} nao € injetiva.

2.3.7 Funcao real de variavel real

Definicao 2.11.

Sejam A e B subconjuntos nao vazios de niumeros reais, uma fun¢ao f: A — B

€ denominada fung¢ao real de varidvel real ou fun¢ao de uma varidvel real a valores
reais.

Daqui por diante, todas as fun¢oes estudadas serao reais de uma variével real.

Exemplo 2.21.

Seja f={(r,y) € AxB/.y=2x+1}onde A=R e B =N, entao temos:

= (=50, 0,1, (52, (1L3), (5, ), -, ()
neste caso o dominio D(f) ={x e R/. == nol n € N} C A eaimagem Im(f) = B.

2
A Figura (2.10) mostra o grafico da fungao f, sdo pontos isolados.

by
v Y
A e
3
2 e 9
: 1
1 ; —x x
—x : x 2 -1 0 1 2 3 4 5
1 1 3 —1
3 |0 53 1 3 3 1
Y Y
Figura 2.10: Figura 2.11:

Exemplo 2.22.
Seja g : A — B uma fungao definida por:

0,5, se, 0<x<?2
glx)=4¢ 0,5+x, se, 2<x<4
-1, se, ©<0,our >4

onde A e B sao subconjuntos de R.
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Temos D(f) =A=R e Im(g) ={—-1} U [L, 4].
O grafico da fungao g(x) mostra-se na Figura (2.11).
Exemplo 2.23.
: _ .3 - - h(b) = h(a) _
Seja h(z) = a° , determine o valor da expressao: b sendo (a — b) # 0.

5 —a
Solugao.

Determinamos os valores da fungao dada para = b e x = a; isto ¢ h(b) = 1® ¢
h(a) = a®. Assim,
h(b) —h(a) b —a®> (b—a)(a®+ab+0b?)

_ 2 2
b—a - b—a b—a =@ +ab+b

o ultimo acontece pelo fato a # b.

Observacao 2.4.

No que segue, a fungao terd como regra de correspondéncia x — f(x), sem explicitar
seu dominio D(f) e imagem Im(f).

Fica estabelecido que o dominio é um subconjunto do conjunto de nimeros reais R,
para o qual f(x) € um nimero real.

O grdfico das fungoes serd feito num sistema de coordenadas cartesianas.

Exemplo 2.24.
Determine o dominio e imagem da fungdo f(x) = x? — 6x + 5.

Solugao.

Observe, f(z) = 2®> —6x +5 = (x — 3)? — 4, sendo (x — 3)? sempre positivo, entao
Ve eR, f(z) > —4.
Logo D(f) =R e Im(f) = [—4, +00).

Exemplo 2.25.

a) Para quais funcdes f(x) existe uma funcio g(r) tal que f(z) = [g(z)]* ?

‘ -

b) Para que fungao f(z) existe uma fungao g(z) tal que f(z) = ?

z)

Q

~—

c) Para quais fungoes b(z) e ¢(x) podemos achar uma fungao f(x) tal que:

[f(2)]? + b(2)[f(z)] +c(z) =0
para todos os nimeros reais x ?

d) Que condigdes satisfazem as fungoes a(z) e b(x) se existe uma fun¢ao f(z) tal que

a(z)f(x) + b(x) = 0 para todos os numeros reais x ?
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Solugao.
a) Como f(z) = [g(x)]* > 0, entao isto é possivel somente para as fungoes f(z) >
0, VrxeR

b) Considerando que estamos trabalhando com fun¢oes de R em R, podemos intuitiva-

mente entender f(x) como sendo um nimero real; assim g(z) existe somente quando

1
g(x) = exista, isto somente é possivel se f(z) #0, Vz eR

/()
c) De [f(x)]> + b(x)[f(x)] + c¢(x) = 0, pela féormula de Bhaskara segue:

/()

_ (@) = /()] — 4 - c(x)
2

logo existe f(z) quando [b(z)]* > 4-c(x), VzeR.

d) Para o caso a(zx) # 0, Vax € R, existe uma unica fun¢ao f(x) =

com esta condi¢ao. Quando a fungao b(z) = 0,V x € R entao a(z) = 0.

Observe, se a(z) = 0 para algum x € R, entdo podemos eleger arbitrariamente f(z)

de modo que existem infinitas fungoes que cumprem esta condicao.

Exemplo 2.26.

Um estudo sobre a eficiéncia de operdrios do turno da manha de uma determinada
fabrica, indica que um operdrio médio que chega ao trabalho as 8 horas da manha, monta
x horas apds de iniciado seu trabalho f(x) = —z* + 62 + 15z rddios transistorizados.
a) Quantos rdadios o operdrio terd montado até as 10 h da manha? b) Quantos rddios o
operdrio terd montado entre as 9 e 10 horas da manha?

Solugao.

a) Temos que, das 08 : 00 até as 10 : 00 o operario trabalhou z = 2 horas, logo ele montou
f(2) = =23 +6(2%) + 15(2), entao f(2) = 46.

Portanto, ele montou 46 aparelhos.

b) Entre as 08 : 00 e 09 : 00 da manha ele montou f(1) = —1% + 6(1%) + 15(1) = 20
aparelhos; logo entre as 09 : 00 e 10 : 00 ele montou 46 — 20 aparelhos, isto é 26.

Exemplo 2.27.

Devemos construir uma caixa aberta sem tampa com um pedago retangular de cartolina
de 60 x 86 cm cortando-se uma drea de x cm? em cada canto e dobrando-se os lados como
indica a Figura (2.9). Expresse o volume da caixa em funcgao de x.

Solugao.
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~ 8cm —
T T I
’ i 60 — 2z
60 cm
T
i Ty 86 — 2
Figura 2.12:

As dimensoes da caixa sdo: altura x cm, e a base é um retangulo de lados (60 — 2z) e
(86 — 2x) como observamos na Figura (2.12).
Logo o volume é V = z(60 — 22)(86 — 2z); isto é V = 42(30 — z)(43 — z)

Exemplo 2.28.

900x
Supoe-se que f(x) = 100 seja o numero necessdario de homens - hora para distri-
—
buir panfletos entre x por cento de moradores de uma cidade. a) Determine o dominio

da fung¢ao. b) Para qual valor de x o problema tem interpretagao pratica? c) Quantos
homens-hora sao necessdarios para distribuir panfletos entre os primeiros 50% de mora-
dores? d) Quantos homens-hora sao necessdrios para distribuir panfletos a comunidade
inteira. €) Que porcentagem de moradores da cidade recebeu panfletos, quando o nimero

de homens-hora foi de 100 ¢

Solugao.

a) Observando a funcao f(x) como uma relagdo de R em R, seu dominio sao

T 400 — @
todos os numeros reais exceto z = 400.

b) Sendo z uma variavel que representa porcentagem, o problema tem aplicagao pratica
quando 0 < x < 100.

(900)(50) 900

¢) Quando z = 50, entao f(50) = = 128,59 homens-hora; isto é

400 —50 7
aproximadamente 129 homens.
900)(100

d) A comunidade inteira representa o 100%; logo = = 100, e f(100) = ﬁ = 300.

Sao necesséarios 300 homens.

900z
e) Para calcular x quando f(z) = 100 temos, 100 = 100 = (400—z)=9z =
—x

x = 40. Recebeu o 40% da populacao.
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Exemplo 2.29.

Certo Banco A, cobra R$30.00 por talao de cheques e R$5.00 para cada cheque usado.
Outro Banco B cobra R$10.00 por talao de cheque e R$9.00 para cheque usado. Calcular
ou critério para decidir em que Banco vocé abrird sua conta.

Solucgao.

Suponha sejam usadas x folhas de cheque, entao temos:

Gastos no Banco A : R$30.00 + (R$5.00)z.

Gastos no Banco B : R$10.00 + (R$9.00)z.

Fazendo a desigualdade, R$30.00 + (R$5.00)x < R$10.00 + (R$9.00)z temos 5 < x
isto significa que se usamos mais de 5 folhas é melhor os servigos do Banco A; se usamos

x = 5 folhas nao faz diferenca e se usamos menos de 5 folhas é melhor o Banco B.

Exemplo 2.30.

Mostre que, se f(x) = kx + b e os numeros ay, az e az constituem uma progressao
aritmética, os nimeros f(aq), f(as) e f(az) também constituem wma progressao aritmé-
tica.

Solugao.

Suponhamos a; =a — 1, ay =a, e a3 =a+r entdo f(a;) = fla—r), flaz) = f(r),
e f(as) = f(a+r), logo:

Flar) = ko =) 4= (ka+ )~ ks
flag) = kr+b= (kr+b);
flaz) = k(a+71)+ b= (ka+b) + kr.

Portanto os numeros f(a), f(az), e f(a3) constituem uma progressao aritmética de

razao kr.

Exemplo 2.31.

O volume de uma lata cilindrica € de 24m centimetros cubicos. O metal utilizado para
a tampa e para a base custa R$3,00 por ecm? e o material empregado na parte lateral custa
R$2,00 por em?. Calcular o custo de producdo da lata em funcdo de seu raio.

Solugao.

Suponha o raio r da base e h a altura, logo seu volume ¢ dado por 7r2h e da condicao
24
do problema resulta 247 = 7r?h onde h = —.

A area total do cilindro é dada pela expressao:

area total = 2(area da base) + (4rea lateral)
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Por outro lado, sabemos que: drea da base = mr? e

24 4
area lateral = 27rh = 27rr—2 = —877
r r

Seja C'(r) o custo de produgao; entao:
C(r) = (R$3,00).2(4rea da base) + (R$2,00) - (drea lateral) =

48 96
= (R$6,00) - (%) + (R$2,00) - (771') isto ¢ C(r) = 6mr? + Twreais

Exemplo 2.32.
Um fabricante de panelas pode produzir uma determinada panela a um custo de R$10
por unidade. Esta estimado que se o preco de venda for de x cada panela, entao o nimero

de panelas vendidos por més seria (300 — x). a) expresse o lucro mensal do fabricante

como fungao de x. b) Utilize o resultado da parte a) para determinar o lucro se o prego

de venda for R$35 cada.

Solugao.

a) O lucro podemos obter subtraindo da receita total R(z), o custo total C(x); isto é:
receita total R(z) = x(300—z) e custo total C'(x) = 10(300—x); logo o lucro mensal
L(z), ¢ L(x) = 2(300 — ) — 10(300 — z) = ( — 10)(300 — z).

b) Quando x = 35 reais, o lucro L(35) = 6.625 reais.

Exemplo 2.33.

Ezxpressar a dependéncia funcional f(x) entre o cateto de um tridngulo retdngulo e o
comprimento x do outro cateto, sendo a hipotenusa constante iqual a 5.

Solugao.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos da Figura (2.13):

AC° = AB* + BC”

logo, BC® = AC” — AB2, isto ¢ BC® = 52 — 22 onde: BC = v/25 — 22.
Assim, f(x) = /25 — 22.

Exemplo 2.34.

Expressar a drea de um trapézio isdsceles de base a e b como fun¢ao do dngulo o da
base a.

Solugao..
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A x B A E D

Figura 2.13: Figura 2.14:

Pelo Teorema de Pitagoras, a altura do trapézio da Figura (2.14) é BE, da definicao

BE
da tangente de um angulo, temos que, tana = ﬁ; dos dados do problema vem que
— — a—b

AD =a e BC =b,logo AE = 5

. AD + BC S b —b

Area do trapézio = AT+ PC X BE = athl|e tan a

2 2 2
a2 _ b2
Portanto, a area do trapézio é: f(a) = [ 1 } tan o

Exemplo 2.35.
b
Sejam a, b € R tais que a®> +b*> =1 e a # 1. Definimos tan @ . Sabendo que

2 a+1
E = cosa + sena > 0, mostre que 2 = /1 + 2ab.
Solugao.
Tem-se

«
_ 1—cos a
sen 9 \V 2 v1 —cosa V1 —cos? o seno

tan — = = = = =
2 a 14 1+ cosa 1 2 14 cosa
cos 5 \/% v v (1 + cos )
« b senq
logo tan— = =
2 1+a 1-+cosa
Sabendo que a? 4+ > = 1, podemos supor que cosa = a e sena = b e como

E=cosa+sena>0 = E=a+b=+/(a+0b)?=a®>+1?+2ab.
Portanto, E = +/1+ 2ab.
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Exercicios 2-2

= ’ 4
T ’
o \

1. Seja f(z) = Tz interpretar o seguinte:

1. f(f(x)) 2. f(ex) 3. flr+y) 4. f(z)+ f(y)

5. Determine nimeros ¢ de modo que existam x tais que f(cx) = f(x).

6. Determine nimeros ¢, tais que f(cx) = f(x) para valores distintos da variavel x.

2. Determine o dominio das seguintes fungoes:

L @) =vIi=z 2 g@)=vVIi-vi-z 3. hir)=——y

r—1 x-2
4. f(r)=vV1—-22+ V2% -1 5. h(z) =1 —ax+Vx -2
3. Calcular f(a) para as seguintes fungoes:
1
1. f(x)=2*+6x—2 a=—2 2. f(x):;ij a=0
1 302 — 2z — 1
— 2 — = - —
3. f(x)=+ba?+11 a 3 4.  f(z) Sy —— a=1
|z —2]|
2
5. f)={ w—2 % 7 a=—2
1, se, x=2
4. Desenhar o grafico das seguintes funcoes:
g(z) = f(z) +c 2. g(z)=f(z+0) 3. g(x)=cf(z)
4. g(x) = f(cx) 5. g(z)=f(1/x) 6. g(z)=/f(lz])
7. g() = min {f(x), 0} 8. g(x)=max.{f(z), 0}
5. Sejam os conjuntos A = [1, 4], B = [-1, 1] e C = [-3, 1] e considere as fungoes

f:A— R g:B—R e h:(C — R, assim definidas: a cada nimero x

corresponde seu quadrado x*. Quais das funcoes sao injetoras?
6. A fungao constante f(x) = k, pode ser injetiva? E, sobrejetiva?

7. Sabe-se que —2 e 3 sao raizes de uma fungdo quadratica. Se o ponto (—1, 8)

pertence ao grafico dessa funcao, entao:

8. Num circuito a tensdo va decrescendo uniformemente (conforme a lei linear). Ao

inicio do experimento a tensao era igual a 12V e ao final do mesmo experimento,
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10.

11.

12.

13.

14.
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que duro 8sg, a tensao baixo até 6,4V . Expressar a tensao V' como funcao do tempo

t e construir o grafico para esta funcao.

. Uma esfera de raio R tem inscrito um cone reto. Achar a dependéncia funcional

entre a area da superficie lateral S do cone e sua geratriz x. Indicar o dominio de

definicao de esta funcao.
Certa quantidade de gas ocupo o volume de 107cm? & temperatura de 20°C; para
uma temperatura de 40°C' o volume chegou a ser igual a 114cm?:

1. Aplicando a lei de Gay-Lussac formar a equagao que expresse a dependéncia

entre o volume V' do géas e a temperatura 7°C.

2. Qual seria o volume a 0°C?

O dono de um restaurante resolveu modificar o tipo de cobranca, misturando o

sistema a quilo com o preco fixo. Ele instituo o seguinte sistema de preco para as

refeicoes:
Até 300g R$3.00 por refeigao
Entre 300g e 1kg R$10.00 por quilo
Acima de 1kg R$10.00 por refeicao

Representar graficamente o preco das refeicoes nesse restaurante.

A medida da temperatura em graus Fahrenheit ¢ uma funcao linear da medida em
graus centigrados:

1. Escrever a equacao de esta fungao (lembre que 0°C' = 32°F e 100°C' = 212°F).
2. Utilizar a funcao obtida no item anterior para transformar 15°C' a graus Fahre-

nheit.

O valor da fung@o de argumento inteiro v = f(n) ¢é igual ao ntumero de divisores
inteiros do argumento n distintos de 1 e do mesmo n. Formar a tabela dos valores
de u para 1 < n < 18.

Uma bola foi abandonada do teto de um edificio. A altura da bola em metros depois
de t segundos ¢ dada pela fungao H(t) = —16t? + 256.
1. Em que altura estara a bola depois de 2 segundos 7
2. Que distancia tera recorrido a bola no 3° segundo 7
3. Qual é a altura do edificio ?
4

. Depois de quantos segundos a bola chegaré ao solo ?
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2.4 Funcoes especiais

2.4.1 Funcao afim

Funcdo afim f : R — R ¢é aquela definida por f(z) =ax+b VYV € R, onde a e bsao
constantes reais nao nulas; o dominio da fungdo D(f) = R e a imagem Im(f) = R; seu

grafico ¢ uma reta obliqua ao eixo das abscissas (eixo-z) como mostra a Figura (2.15); ela

b
intercepta o eixo-y no ponto (0, b) e o eixo-z no ponto (——, 0).
a

Exemplo 2.36.
A funcao f(x) = 3x 4+ 5 € uma fungao afim, seu dominio D(f) = R e sua imagem o

conjunto Im(f) = R.

yl

N W
~
—
8
=
Il
o

Y

Figura 2.15: Figura 2.16:

Exemplo 2.37.
2

A fungao f(z) = 2:3

Seu dominio é D(f) =R —{3} e Im(f) =R — {6}.

¢ uma forma disfar¢ada da fungao afim g(x) = x + 3.

2.4.2 Funcao constante

Quando, na fun¢ao afim, temos a = 0 entao a fungao f : R — R é chamada “func¢ao
constante” sendo definida por f(z) =b Vz € R, onde b ¢ um namero real constante.

O dominio D(f) =R e Im(f) = {b} e o grafico ¢ uma reta horizontal como mostra
a Figura (2.16).

Observe, a fun¢ao associa a todo x € R um mesmo nimero real b.

Exemplo 2.38.
Seja y = f(x) onde f(x) =5, entdo y = 5 representa a fungdo constante, € uma reta

paralela ao eixo das abscissas a cinco unidades de distdncia superiormente.
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2.4.3 Funcao identidade em R

Quando, na funcao afim, temos a =1 e b = 0, resulta a funcao f : R — R e, é
chamada “fun¢ao identidade” definida por f(z) =2 Vz €R.

O dominio da fun¢ao D(f) = R e a imagem Im(f) = R; o grafico é uma reta obliqua,
que faz angulo de 45° com o eixo das abscissas, isto é, o grafico da funcao identidade é
uma reta que contém as bissetrizes do 1° e 3° quadrantes e que passa pela origem, como

mostra a Figura (2.17).

U4 Y}
4 4
° )=
2 @) == 2
1 1
—T T —T T
321 01 2 3... 3 2 _ 01 2 3...
_y Y _y‘
Figura 2.17: Figura 2.18:

2.4.4 Funcao linear

Se, na funcao afim a constante b = 0, tem-se a funcao f : R — R definida por
f(z) = ax Vaz € R e chamada “funcdo linear”; o dominio D(f) = R e Im(f) = R,
seu grafico é uma reta obliqua que nao necessariamente faz angulo de 45° graus com o
eixo-x, como mostra a Figura (2.18). E uma reta que nio é paralela a nenhum dos eixos;
o nimero a # 0 é o coeficiente angular dessa reta.

Esta funcao que estabelece entre x e y uma relagao tal que g a é constante. Ex-
pressamos a relagao por y = a - x, onde “a” constante, dizemos qaile a variacao de ““y” é
diretamente proporcional a variagao de “x”.

Sejam x1, 9 € D(f), a, b € R, a fungao linear possui as seguintes propriedades:
Aditividade:  f(x; + 22) = f(21) + f(22);

Homogeneidade:  f(a-x;) =a- f(xy).
fla -z +b-zy) =a- fz:) +b- f(2)

A fungao afim f(z) = ax + b, onde a e b sdo constantes, é a equa¢ao de uma reta no
plano R?; seu dominio e imagem sao todos os ntimeros reais salvo alguma restricao, e nao

satisfaz estas duas tltimas propruedades.
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2.4.5 Equagao de uma reta

Existem situacoes nas quais a taxa de variacao de uma quantidade com relagao a
outra é constante. Por exemplo, suponhamos que para fabricar um determinado produto
tenhamos a pagar R$20,00, além de uma despesa fixa semanal de R$300,00. Entao
se x unidades forem produzidas por semana e y reais for o custo total semanal para o
fabricante; entao y = 20x + 300.

Solucoes para esta equacao sao dadas na seguinte tabela:

T 0 10 20 30 40
y = 20x + 300 300 200 700 900 1500

A relacao dada no exemplo precedente repre-
senta a equacao de uma reta; em geral, dados dois
pontos P(x1, y1) e Q(x2, y2) de uma reta, para de- Y P(z1, y1)
terminar sua equacao no plano R? procedemos do " :
seguinte modo:

Considere os pontos P(z1, y1) e Q(z2, y2) do Y2 e

triangulo PR como mostra a Figura (2.19). - .

— —T 0 xTo x1 €T
A tangente do éangulo PQR ¢é dada por: y
tan(P/Q\R) = BT gte valor da tangente ¢ de-
Ty — T2
nominado ‘‘coeficiente angular da reta que passa
Y1 — Y2 Figura 2.19:

pelos pontos PQ”; e denotada por: m = .
r1 — X2

Se (z, y) é um ponto quaisquer da reta que passa por P e @, das rela¢oes geométricas
Y=Y Y=Y
Tr — T 1 — T2
Portanto, a equagao da reta L, que passa pelos pontos P(z1, y1) e Q(x2, yo) ¢ dada

para triangulo retangulo temos que: istoé  y—y =m(x— ).

pela formula: L: y —y; = m(x — z1).

Exemplo 2.39.

Determine a equagao da reta no plano cartesiano, que passa pelos pontos P(—2, —5)

e Q4, 3).
Solucgao.
. —-5—-3 8 ) .
Temos que o coeficiente angular  m = 516 e considere o ponto Q(4, 3); entao
8
y—3= a(x —4). Logo a equagao pedida é: 4z — 3y —7=0.

Observacgao 2.5.
Suponha temos duas retas Ly e Lo de coeficientes angulares my e msy entao, as duas

retas sao paralelas se my = mo; caso o produto my - mg = —1 elas sao perpendiculares.
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A distancia entre dois pontos do plano A(a, b) e B(c, d) é dada pela formula

d(A, B) =+/(c—a)? + (d—b)?

Exemplo 2.40.
Determine a equagao da reta que passa pelo ponto P(2, 5) e tem como coeficiente
angular m = 3.

Solugao.

Aplicando diretamente a formula temos que: y —5 = 3(x — 2); logo 3z —y—1=0¢

a equacao da reta pedida.

Exemplo 2.41.

Dada a reta Ly : y = 5z — 3, determine a equacao da reta:
a) L que passa pelo ponto A(4, 9) e seja paralela a Ly;
b) Lj que passa pelo ponto B(—4, 6) e seja perpendicular a L;.
Solugao.

(a) Temos que o coeficiente angular de L; é m; = 5 logo, tem que ser igual ao coeficiente

angular da reta Lo, assim mg =5e Ly :y—9=5(x —4) isto é Ly : y = 5z — 11.

(b) Sendo m; = 5 entao o coeficiente angular de L3 é mg = —x e a equacao da reta Lg
-1 26
éy—6:?(a:—(—4))istoéngy:—g—l—E. O

Observacgao 2.6.
A drea do triangulo determinada pelos pontos P(x1, 1), Q(xe, y2) € R(x3, y3) € dada
T o1
pelo valor absoluto do determinante: Apgr = 5| T2 ¥ 1
r3 ys 1
Exemplo 2.42.
Determine se os pontos P(2, 3), Q(7, 9) e R(3, 8) pertencem a uma mesma reta.

Solugao.

Os trés pontos pertencem a uma mesma reta, se; a area do triangulo formada por eles é

igual a zero.

2

1

APQR: 5 7
3

0 © W

1

1 19
1| =318 456 +9) — (27 +16 +21)] = —
1

Logo, os trés pontos nao pertencem a uma mesma reta.
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Exemplo 2.43.

Determine a equacao da reta que passe pelos sequintes pontos:

a) A(3, 6) e B(7, 6) b) M(5, 7) e N(5, 9)
Solugao.
: ) 6—-6 y o
a) O coeficiente angular é m = 37 = 0, a equagao pedida é: y —6 = 0(z — 3) = 0,
entio y = 6. E wma reta paralela ao eizo das abscissas.
‘ ) 9-7 2 . o .
b) O coeficiente angular é m = it a equagao pedida é: y—9 = 6(x —5), entao

0(y —9) = 2(z —5), logo 0 = 2(x — 5) isto ¢ x = 5. E uma reta paralela ao eivo das

ordenadas.

Exemplo 2.44.
Os vértices de um tridngulo sao os pontos A(2, 4), B(3, —1) e C(=5, 3). Determine
a distdncia do ponto A ao ponto de intersecao das medianas.

Solugao.

5 3
Os pontos médios dos lados AB, AC' e BC' sao respectivamente: (5, 5), (—=, =) e
(=1, 1). A equagdo da mediana do ponto (—1, 1) para A é

2+1

y—1= (z+1) = z—y+2=0

3 7
A equacao da mediana do ponto (—5, 5) para B ¢

1 —1—§ 3
-3 3+%(x+2) x+y+

5 3
A equacao da mediana do ponto (5, 5) para C é

2

2= 5-3" 2

= 2+ 10y—20=0
2

Resolvendo estas trés equagoes temos a interse¢ao das trés medianas é o ponto (0, 2).
A distancia do ponto (0, 2) para o ponto A & /(2 —0)2 + (4 — 2)2 = 2V/2.

Portanto a distancia procurada é 2V/2.

2.4.6 Funcao maior inteiro

E a fungdo f : R — R denotada f(x) = [|z|] de modo que a cada ntmero real do
intervalon < <n+1 Vn € Z associa o nimero inteiro n ; isto ¢ [|z|] = n é o maior

inteiro que nao supera o0 namero .
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A funcao maior inteiro? também é chamada como “funcao colchete”. O grafico mostra-
se na Figura (2.20). Aqui, D(f) =R e Im(f) =2

Exemplo 2.45.

Observe, se f(x) = [|z|] temos a sequinte tabela:

T ze[-2 1) z€[-1,0) z€[0,1) z €[l 2) z € (2, 3) xz € (3, 4)

y = [|z]] o)) —1 0 1 ) 3

2.4.7 Funcao raiz quadrada

E a fungdo f : R — R definida por: f(x) = y/z. Seu dominio D(f) = [0, +00) e sua

imagem Im(f) = [0, +00). Seu grafico mostra-se na Figura (2.21).

W Yl

4 4

3 - 3

2 - 2
—x L= x —x ! x
T..-3-2-1 [0 1 2 3. T.=3-2-1 0 2 3.

Y% -4

Figura 2.20: Figura 2.21:

2.4.8 Funcao sinal

—1, se, <0
E a funcdo f: R — R definida por: f(x) = Sgn(z) = 0, se, =0
1, se, >0
Observe, a funcao f(z) = Sgn(z) é fungao constante V z € R.
Seu dominio D(f) = R e sua imagem Im(f) = { —1, 0, 1 }, o grafico mostra-se na
Figura (2.22).

2.4.9 Funcao valor absoluto de x

A funcdo f : R — R definida por:  f(z) =| z | é chamada “fun¢ao valor absoluto
de x”.

Seu dominio é D(f) = R e sua imagem ¢ Im(f) = R™ = [0, 400). Seu gréfico mostra-se
na Figura (2.23).

2Esta fungao também é conhecida como funcio piso e denotada por f(z) = [2] com o mesmo compor-
tamento da funcdo inteiro maior. Também existe a fungdo teto g(x) = [z] onde k <x <k+1, k€eZ
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yk
4
3 YA
2 4
B | — 3
x z ) fl@) =l |
—3-2-1 [0 1 2 3
— 1 1
9 —Z L
. 3 -2-1 [0 1 2 3--
—y
Figura 2.22: Figura 2.23:

2.4.10 Funcgao quadratica

E a funcdo f : R — R definida por f(x) = ax®+ bz +c, onde a, b e ¢ sdo constantes
reais com a # 0; o dominio D(f) = R e a imagem variam de acordo com a relagao b* = 4ac,
seu grafico é uma parabola e serd estudado em detalhes posteriormente. O grafico de uma
parabola apresenta um ponto mais alto (e < 0) ou um ponto mais baixo (a > 0) respeito
do eixo-z, esse ponto do grafico é chamado de vértice.

Podemos destacar, para achar o vértice da pardbola podemos usar a relagao 2za+b = 0,

b b
onde x = —— assim, o ponto (——, f(—=)) é o vértice procurado; para o grafico de f(x)
2a 2a 2a
recomenda-se além do valor de x = —— considerar os pontos x = o +lex = 55~ 1,
a a a
b b
para estes pontos obteremos f(—2— +1) = f(—2— —1).
a a

2.4.11 Funcao racional inteira ou polinémica

Em matematica, fungoes polindmicas ou polinémios sao uma classe importante de
funcoes simples e infinitamente diferenciaveis. Devido a natureza da sua estrutura, os
polinémios sao muito faceis de se avaliar e por consequéncia sao usados extensivamente
na analise numérica. Dizemos funcao polindmica a funcao f : R — R definida por
f(z) = apz" +ap, 12" 1+ -+ - +asx® + a1+ ag, onde a, # 0 € ay, Gp_1, * -+ Gz, a1 € ag SA0
constantes reais, esta fungdo também é chamada “func¢ao polinomial de grau n”; (n € N).

O gréfico da funcao polindmica de grau n com n > 2 denomina-se parabola de ordem
n; seu dominio D(f) = R e sua imagem Im(f) depende de n e da constante a,,. Assim,
o grau de uma func¢ao polindmica é expresso através do maior expoente natural entre os
monomios que o formam.

Dizemos que uma funcao polinémica é nula quando todos os seus coeficientes a; forem
iguais a zero. Duas fungoes polinémicas sao idénticas quando a suma ou diferenga entre

elas as transforma em uma fun¢ao polinomica nula.
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Determinar as raizes de polinémios, ou “resolver equagoes algébricas”, é um dos pro-
blemas mais antigos da matematica. Alguns polinémios, tais como: f(z) = z? + 1 nao
possuem raizes dentro do conjunto dos nimeros reais. Se, no entanto, o conjunto de candi-
datos possiveis for expandido ao conjunto dos ntimeros imaginarios, ou seja, considerando
o conjunto dos numeros complexos, entdo todo o polinémio (nao-constante) possui pelo

menos uma raiz (teorema fundamental da algebra).

2.4.12 Funcgao racional fracionaria
E a funcio f : R — R definida por:

P(zr)  apx™+ap, 2"+ - 4 ar? + a1+ ag
Q(T)  bpa™ + by 2™ 4 o 4 by + by + by

onde P(z) e Q(z) sdo fungdes polinomiais de graus n e m respectivamente a,b,, # 0, o
dominio D(f) ={z € R /. Q(x) # 0} e a imagem varia, depende de n, m e a,by,.
Algumas vezes, uma funcao é definida por uma regra x — f(z) ou simplesmente,
f(z) sem explicitarmos seu dominio e contradominio.
Fica subentendido que o contradominio ¢ R e o dominio ¢ o maior subconjunto de R

para o qual f(z) é um nimero real.

Exemplo 2.46.
0, se, <0

FEscrever somente uma expressao para a fungao: f(x) =
r, se, x>0

Solugao.

Quando = > 0 temos | z |= z, logo f(x) = * ;— - $+2| * ‘ Por outro lado, se 2 < 0
entdo |z |= —zrassimO0O=zx—z=x+ (—x) =2+ |z |:HTm:f($)

Portanto, f(z) = HTM

Exemplo 2.47.

a) Mostre que para qualquer fungao polindmica f e qualquer namero a existe uma fungao

polinémica ¢g e um namero b tal que f(z) = (x — a)g(z) + b.

b) Mostre que se f(a) =0, entdo f(x) = (v — a)g(z) para alguma func¢éo g (A reciproca

é evidente).

c) Mostre que se f ¢ uma funcao polindmica de grau n € N, entdo f tem no maximo n

raizes e existem no maximo n numeros a tais que f(a) = 0.
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d) Mostre que para todo n € N existe uma fungao polinémica de grau n com raizes. Se
n é par achar uma funcao polinémica de grau n sem raizes, e se n é impar achar

somente com uma raiz.

Solugao. a)

Seograude f & 1, podemos escrever f(z) = cx+d = ¢(x—a)+(d+ac) = (r—a)g(z)+Db,
onde g(z) =c e b=d+ ac.

Por indugao sobre n € N. Suponha o resultado valido paran = h. Se f é de grau h+1
tem a forma f(z) = ap 12" +apx+ - - -+ a1z +ag, considerando a fungao p(z) = f(z)—
aps1(2" — a) entao o grau de p(z) é n = h e pela hipotese indutiva podemos escrever
p@) = f(@) = apa (@™ —a) = (r —a)g(x) +b = f(z) = (z—a)lp(z) + ann] +b, e
temos a forma requerida.

Solucao. b)

Pela parte a) podemos supor f(z) = (x —a)+b, entdo 0 = f(a) = (a—a)g(a)+b=0b,
assim f(x) = (z — a)g(x).

Solugao. c)

Suponha f tem n raizes, aj, ag, -+, a, cpm aj; # as, entdo pela parte b) podemos
escrever f(x) = (x—ay)g1(z) onde o grau de gy (x) é n—1. Porém f(as) = (ag—ay)gi(as) de
modo que g1 (ay) = 0 pelo fato a; # ay. Logo podemos escrever f(z) = (z—aq)(x—az)ga(x)
onde o grau de go(z) é n— 2.

Prosseguindo deste modo podemos obter f(x) = (x —ay)(x —a2)(z —a3) - - (x —ay) - ¢
para algum c # 0. E 6bvio que f(a) #0 se a # a1, as, -, a,. logo f pode ter n raizes.
Solugao. d)

Se f(z) = (x—1)(x—2)(x—3)-(xr—n), entdo f tem n raizes. Se n é par f(z) = 2" +2

nao tem raizes (em R), se n ¢ impar f(x) = 2™ tem como tnica raiz x = 0.

2.4.13 Fungoes de oferta e demanda.

Existem circunstancias relativas a um fabricante, para as quais as tinicas variaveis sao
o preco de custo e a quantidade de mercadoria demandada (vendida).

Em geral, o niimero de mercadorias demandadas no mercado pelos consumidores de-
pende do preco da mesma. Quando os precos baixam, em geral, os consumidores procuram
mais a mercadoria; caso o preco suba, o oposto acontece, os consumidores irao procurar
menos mercadorias.

Seja p o preco de uma unidade da mercadoria, e seja ¢ o nimero das mercadorias
demandadas, uma equacao que relaciona a quantidade ¢, da mercadoria demandada e o
preco dado por p é chamada de “equacao da demanda”, ela pode ser escrita em uma das

seguintes formas: p = C(q) ou ¢ = D(p).
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Os economistas, contrariando o costume dos matematicos, representam a variavel in-
dependente p (preco) da equagao ¢ = D(p) no eixo vertical e a varidvel dependente ¢
(quantidade da demanda) no eixo horizontal.

Uma curva da demanda (procura) deve ter o aspecto da curva mostrada na Figura
(2.24); numa situagao normal, se o prego aumenta, a quantidade ofertada aumentara. O

grafico da equagao de oferta é similar com o da Figura (2.25).

Curva de demanda Curva de oferta
Figura 2.24: Figura 2.25:

Definicao 2.12.

e A relagdo ¢ = D(p) é chamada “funcao da demanda”, e D(p) é o namero de

unidades de mercadoria que serd demandadas se p for o preco por unidade.

e A relagao p = C(q) é chamada “fun¢ao do custo total”, e C(q) é o prego de

uma unidade da mercadoria quando ¢ unidades sao demandadas.

e A relagdo R = R(q) representa a funcao receita total, gerada pela venda de

q unidades do produto.

e A funcao lucro total é definido como sendo a diferenga entre a receita total e
o custo total; L(q) = R(q)—C(q) isto representa o lucro ao vender g unidades

do produto.

No que segue utilizaremos a seguinte notacao de fungoes:

a) C=0C(g) Custo total. b) CM = CM(q) Custo Médio.
c) R=R(q) Receita total. d) RM = RM(q) Receita Média.
e) D= D(q) Demanda. f) S=S(p) Oferta.

Exemplo 2.48.
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Consideremos a sequinte equacdo da demanda: p* + 2q — 16 = 0. Em situacgoes
econémicas, as varidveis q e p ndo sao negativas, temos p = /16 — 2q quando 16 — 2q >
0. Portanto a fungao custo total do preco para a equag¢ao da demanda é p = C(q) =
V16—,

1
Da equagao da demanda temos g = D(p) = 8 — §p2 que expressa q como fungao de p.

Definicao 2.13.

e O custo médio da produgao CM = C'M (q) de cada unidade é obtido mediante

C
a relagao C'M(q) = ﬁ chamada “func¢ao custo médio”.

e Ao dividir a receita total R(q) pela quantidade ¢ de unidades produzidas

R
obtém-se RM(q) = (9) chamada “ fung¢do receita média”.
q

Exemplo 2.49.

Dadas as fungoes de custo total, determine a func¢ao de custo médio:

60 2
a) C(q) = 2¢° — 12¢* + 50q + 40 b) o<q):300+_+%
q
Solugao.
2¢3 — 12¢* + 50q + 40 40
q q
300 q
- +60+5 300
b) OM(q)=-+—"=""160+1.

q q 6
Exemplo 2.50.
Uma imobilidaria estima que o lucro mensal L em reais que obtém ao alugar um prédio
de q andares, € dado pela equacio L(q) = —2¢*>+92q, qual é nimero de andares que torna
mais rentable o aluguel do prédio?

Solucgao.

Temos, L(q) = —2¢* + 92q = 2(46q — ¢*) = L(q) = 2[23%> — 23* + 46q — ¢*] =
2[23% — (23 — ¢)?] quando q = 23, L(23) = 1058 ¢ o méximo absoluto.

Portanto, é mais rentavel o aluguel de um prédio de 23 andares.

Em geral, ao conjunto de empresas que produzem uma mesma mercadoria chamamos
de industria; por exemplo, ao conjunto de todas as empresas de confeccao de calgados do
Brasil, chamamos industria de cal¢ados do Brasil.

O mercado para uma determinada mercadoria consta da industria e dos consumidores
(em geral); a equagao de oferta do mercado é determinada pelas equagoes de oferta das
empresas integrantes do mercado; e a equacao de demanda do mercado é determinada

pelas equagoes de demanda de todos os consumidores.
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Exemplo 2.51.

Uma companhia aérea tem como tarifa fiza R$800 e transporta 8.000 passageiros cada
dia. Ao considerar um aumento na tarifa, a companhia determina que perderd 400 pas-
sageiros por cada R$50 de aumento. Sob estas condigoes; qual; dever ser o aumento para
que o ingresso seja mdrimo?

Solucao.

Seja x o numero de aumentos de R$50 na tarifa, entao a tarifa resultante ¢ R$(800 +
50x) e o numero de passageiros sera de 8.000 — 400z.

A fungdo que determina o ingresso total é: I(z) = (800 + 50x)(8000 — 400z) =
20.000(320+4z—2*) com 0 <z <20 = I(z) = 20.000(320+ 4z —z?*) = 20.000[324 —
(4 —4x+2%)] = 20.000[324 — (z — 2)?]. Observe que, quando x = 2 teremos méximo valor
para I(x).

Logo, o aumento tem que ser de R$100 e o custo de cada passagem sera de R$900.

Observacao 2.7.

O equilibrio de mercado ocorre quando a quantidade da mercadoria demandada, a um
determinado prego, € igual a quantidade de mercadoria oferecida aquele prego.

Quando ocorre o equilibrio de mercado, a quantidade de mercadoria produzida € cha-

mada “quantidade de equilibrio”; e, o preco da mercadoria é chamado preco de equilibrio.

Definicao 2.14.
Definimos o “ponto de equilibrio” como aquele ponto de interse¢ao do grdafico da
curva da oferta com o da demanda. Suas coordenadas sao o preco de equilibrio e

a quantidade de equilibrio.

Na Figura (2.26) mostra-se o ponto de equilibrio; se o prego esta acima do prego de
equilibrio, ha excesso de oferta e o prego tende a cair; se o preco esté abaixo do ponto de
equilibrio, ha escassez de oferta e o preco tende a subir.

Em economia, particularmente nos estudos re-
ferentes a contabilidade de custos, o ponto de equi- pt
librio econdémico é o momento quando as receitas se
igualam aos custos e despesas. E, portanto, o mo-
mento em que um produto deixa de custar e passa
a dar lucro.

A ele adicionam-se os custos fixos e todos os

custos de oportunidade, como por exemplo os refe-

rentes ao uso do capital proprio, ao possivel aluguel

Figura 2.26:

das edificagbes (caso a empresa seja proprietaria),

perda de salarios, etc.
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10.

Exercicios 2-3

= = 4
T ’
¢ \

. Qual o niimero que excede a seu quadrado o maximo possivel?

. A diferenga entre dois nimeros ¢ 8. 1.) Determine o menor deles para que o produto

seja o menor possivel; 2.) Qual é o menor valor desse produto ?

Sejam f e g fungoes de R em R, sendo R o conjunto dos niimeros reais, dadas por
f(z) =2x —3 e f(g(z)) = —4x + 1. Nestas condigdes, determine g(—1).

Determine o coeficiente angular da equacao da reta que passa pelos pontos indicados:

1. A(1, —=3)eB(0,1) 2. M(0,1)eN(3,2) 3. P(—1,3)eQ(5, —2)
4. C(0,1)eD(0,5) 5 B(=1,2)eC(3, =5) 6. S(3,9)eT(3,7)
7. M(—1,6)eP(5,6) 8. G(3,6)eH(l,4) 9. P(5,3)eS(5, 2)

Determine a equacao da reta que passa pelos pontos indicados; desenhar o grafico:

1. A(l, -3)eB(0,1) 2. M(0,1)eN(3,2) 3. P(—1,3)eQ(5 —2)
4. D3, -1)eE(1,1) 5. A3, —2)eB(3,2) 6. R(—1,3)eU(3, —2)
7. F(2,8)eG(0,0) 8 Q(7,1)eS(8,12) 9. 5(6,8)eR(5 12)

Mostrar que os pontos P;(3, 3), Po(—3, —3), Ps(—3v/3, 3v/3) sdo os vértices de um

triangulo equiléatero.

Se Pi(—4, 2) e Py(4, 6) sao os pontos extremos do segmentos retilineo orientado
P Py, achar as coordenadas do ponto P(x, y) que divide este segmento na razao
Plp : PP2 = -3.

Determinar o angulo agudo do paralelogramo cujos vértices sao pontos A(—2, 1),
B(1, 5), C(10, 7) e D(7, 3).

Demonstrar analiticamente que os segmentos que unem os pontos médios dos lados

sucessivos de qualquer quadrilatero formam um paralelogramo.

Provar analiticamente que, se as diagonais de um paralelogramo sao mutuamente

perpendiculares o paralelogramo ¢ um losango.
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13.

14.
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16.

17.

18.

19.
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Determinar a equagao da linha reta que contém o ponto (—3, 1) e é paralela a reta

que passa pelos dois pontos (0, —2) e (5, 2).

Determinar a equagao da mediatriz do segmento retilineo cujos extremos sao os
pontos (—2, 1) e (3, —5).

Mostre que duas retas, L1 : Av+By+C =0e¢ Ly : Az + B'y+ C’" =0 sao
perpendiculares, se A. A"+ B.B' = 0.

A equacdo de uma reta L é 5z — Ty + 11 = 0. a) Escrever a equagao que representa
todas as retas paralelas a L. b) Determinar a equagao da reta paralela a L que

passe por P(4, 2).

O preco unitario de certo produto é 5, e o custo fixo de produgao é 40; colocado
no mercado, verificou-se que a demanda para esse produto era dada pela relagao
p=15— g (a) Determine as fungoes C' (Custo) e R (Receita) para esse produto
e faga seus graficos num mesmo sistema de eixos. (b) Determine a fun¢ao Lucro
e faga o seu grafico. Observe que o lucro L é zero quando C' = R. (c) Para que
valores de ¢ temos L > 07 (d) Determine fungdes de Receita Média e Custo Médio

a faca seus graficos.
Tracar a curva cuja equacao é: a2 +xy? —y? = 0.

Uma fabrica de equipamentos eletronicos esta colocando um novo produto no mer-
cado. Durante o primeiro ano o custo fixo para iniciar a nova producao é de
R$140.000 e o custo variavel para produzir cada unidade ¢ R$25. Durante o pri-
meiro ano o prego de venda é R$65 por unidade. (a) Se X unidades sao vendidas
durante o primeiro ano, expresse o lucro do primeiro ano como uma fungao de X.
(b) Estima-se que 23.000 serao vendidas durante o primeiro ano. Use o resultado
da parte (a) para determinar o lucro do primeiro ano, se os dados de venda forem
atingidos. (c) Quantas unidades precisam ser vendidas durante o primeiro ano para

que a fabrica nao ganhe nem perda ?

Dadas ¢ = 4p—beq = +29 respectivamente fungoes de oferta e demanda para

p+15
um certo produto, faca seus graficos num mesmo eixos de coordenadas e determine

o ponto de equilibrio

O custo total para produzir ¢ unidades de um determinado produto é C(q) = ¢* +
20q + 5 reais, e o prego de venda de uma unidade é de (30 — ¢) reais. a) Achar a
fungao de lucro total. b) Achar a funcao de receita total; ¢) Qual é o custo médio

para ¢ = 107. d) Determine a func¢ao de demanda.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

O custo mensal fixo de uma fabrica que produz esquis, ¢ R$4.200 e o custo variavel
R$55 por par de esquis. O preco de venda é R$105 por par de esquis. (a) Se x
pares de esquis sao vendidos durante um meés, expresse o lucro mensal como fungao
de z. (b) Use o resultado da parte (a) para determinar o lucro de dezembro se 600
pares de esquis foram vendidos nesse més. (c) Quantos pares de esquis devem ser

vendidos para que a fabrica encerre um més sem lucro nem prejuizo?

Um fabricante de dois tipos de ragao para aves, produz x toneladas por dia da

x
racao A e y toneladas da racao B onde y = 1 Determine a fungao receita total,
x JR—

sabendo que os precos fixos por tonelada sao respectivamente p; e p, onde py = Zpl.

As equacoes de demanda e oferta do mercado sao respectivamente ¢? + p* — 36 = 0
e qp+ 2 =5p onde p é o preco em reais R$. Trace um esbogo das curvas de oferta
e demanda num mesmo sistema de coordenadas. Determine a quantidade e o preco

de equilibrio.

O periodo de um péndulo (o tempo, para uma oscilagdo completa) é diretamente
proporcional & raiz quadrada (do comprimento do péndulo. e se o comprimento for
240 em o periodo sera de 3 s. (a) Expresse o namero de segundos do periodo de um
péndulo como fun¢ao do nimero de centimetros de seu comprimento. (b) Ache o

periodo de um péndulo de 60 cm de comprimento.

A fungao de custo total de uma empresa A&A ¢ C(z) = 0,22 — 6z + 100 onde x é
dado em Kg. Determine a funcao de custo médio e o valor de x para que o custo

total seja minimo.

Calcular o ponto de equilibrio de um monopolista se a fungao de custo é C(q) =

0,5¢% + 20q + 45 e o preco de venda de cada unidade é p = 60 — .

Admitamos que, ao se fabricarem ¢ unidades de um certo produto, o custo total de
fabricagao ¢ de C'(q) = ¢* — 6¢*> + 15q reais. Em que nivel de produgao o “custo

médio” por unidade serd o menor?

Sao dadas as equacoes de oferta e demanda de um certo produto: 2¢ = p — 12 e

¢> — p+4 = 0. Determine a quantidade e o preco de equilibrio.

Determine o ponto de intersecao e desenhar o grafico das curvas:
1. R(q) = 100g, C(q) =50+ 3q

2.  R(q) =10q — 0,54¢% C(q) =10+¢q

3.  R(q) = 80g, C(q) = 0,1¢* + 5q + 200
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29. Temos as equacoes de oferta e demanda, determinar o ponto de equilibrio e desenhar
o grafico num mesmo sistema de coordenadas. a) ¢=p+1eqg=10—p; b)
q =50+ 2p e q(p+ 10) = 500.

30. Um comerciante estima que o custo de produgao de ¢ unidades de uma mercadoria é
C(q) = 20g+20.000, a equagao da demanda é p+ ¢ = 5.000, onde ¢ sdo as unidades
demandadas a cada semana ao prego unitario de p reais. Determine o lucro ao

vender as ¢ unidades.

31. Suponha que o custo total seja dado por C'(q) = 10 + g e a receita total R(q) =

10g — 0, 5¢2. Determine o valor de g para o qual se obtém utilidade maxima.

1 2 1

A~ T——M

mentos de comprimentos iguales a 1; 2; 1 cen- gwmmwm HHHHH%
: q :

timetros, e o peso ¢ igual a 2; 3; 1 unidades : 2g¢g : 3q

32. A seguinte “barra” esta formada por trés seg-

de peso respectivamente.

O peso do segmento de comprimento AM é igual a f(z), que é fungao de x. Para
que valores de z esté definida esta funcao?. Apresentar sua forma analitica desta

funcao e construir sue grafico.

33. Dada a relagao de f de R em R definida por f(z) = 22, mostre que f(z*+ y?) =
SU@+ FIF W]+ 2f(2) f(y).
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2.5 Operacgoes com funcoes

Definicao 2.15.
Dizemos que duas fungées f: A — R e g: A — R sao iguais quando D(f) =
D(g) e f(z) =g(z) Vaze€D(f).

Definicao 2.16.
Sejam [ e g duas fungoes reais com D(f) = A e D(g) = B se ANB # () definimos:

a) Fungao soma de feg: (f+g)(x)=f(z)+g(x) e D(f+g9)=ANB.

b) Fungdo diferenga de f e g: (f —g)(z) = f(z) —g(z) e D(f —g)=ANB
¢) Fungio produto de f e g: (f-g)(z) = f(z)g(z) e D(f-g)=ANB

d) Fungio quociente de f e g : m (z) = % sempre que o dominio

cumpra: D(g) ={zecAnB/. g(x)#0}

e) Produto de uma constante por uma funcao:  (kf)(x) = kf(z) onde k é cons-
tante . Nesta caso D(kf) = D(f)

f) Funcao valor absoluto: | f | () =| f(z) | e D(] f|) = D(f)

Exemplo 2.52.

Dada as fungoes f(x) = /25 — 22 e g(x) = Va? —9 com seus respectivos dominios

D(f) =[-5, 5] e D(g) = (=00, —=3] U [3, +00), temos:

a)

b)

c)

d)

e)

£)

(f+9)(x)=v25—a22+Va2—-9 e D(f+g) =[5 —-3JU][3, 5]

(f=9)@)=v25—a2=Va? -9 e D(f—g)=[-5 -3JU[3, 5]

(f-9)@)=v25—a?-Vx2-9 e D(f g)=[-5 —3]U[3, 5]

i(x) _ \/252— xz’ D(
g 4 -9

) =1[-5, =3)U (3, 5]

Q |

(kf)(z) = kv/25 — 22 e D(kf) = [-5, 5]
| f1(z) =[ V25 —a?|= V25 —a? e D(| f |) = [-5, 5]
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2.5.1 Composicao de funcoes

Definicao 2.17.
Sejam f : A— R e g : B — R duas fungoes tais que Im(f) C B; a funcao
(go f) definida por (go f)(z) = g(f(z)) denomina-se “fungao composta de g e f”

(nessa ordem,).

O dominio da fungao go f é:
D(go f) ={xeD(f)/ f(x) € D(g) }

O esquema da Figura (2.27) mostra o que acontece na composi¢ao de fungoes.
" 5 ¢f \
@ - 19(f(2))

9)

(g0 f)(z)
Figura 2.27:

Exemplo 2.53.
Seja A ={1,2,3,4,5} esejam f, g : A — A definidas por: f(1) =3, f(2) =
5, f(3) =3, f(4) =1, f5) =2, 9(1) =4, g(2) =1, g(3) =1, g(4) =2, g(5) = 3.
Determine go f e fog.

Solugao.
(go /)(1) =g(f(1)) =9g3) =1 (fog)(1) = flg(1)) = f(4) =1
(90 f)(2) =9(f(2) =9(5) =3  (fog)2)=f(9(2)=f(1)=3
(9o f)B)=9(fB) =9(3) =1  (fog)3)=[(yB3)) =f(1)=3
(go f)4) =g(f(4) =g(1) =4 (fog)4) = [flg(4) = f(2) =5
(g0 f)5) =g(f(5) =9(2) =1 (fog)5)=f(g(5)=f(3)=3
Observe, as fungoes go f e f o g nao tém a mesma definicao.

Exemplo 2.54.

a) Dadas as funcoes f(z)=x*—1 e g(x) = 2z, calcular f[g(z)] e g[f(z)].
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b) Dadas as fungies f(x) =5z e flg(x)] = 3z +2, calcular g(x).

¢) Dadas as fungies f(x) =22+ 1 e g(x) =3z — 4, determine f[g(3)].

Solugdo.

(a)  flo(a)] = f22) = (222 =1 =42 =1 g[f()] = ga®~1) = 2(a>—1) = 2022,

(b) Como f(z) = bz, entao flg(x)] =5-g(z).

(330—1—2).

Porém, flg(z)] = 3z +2;logo 5 - g(x) = 3z + 2, e dai g(z) = ;

(c) g(3) =3(3) —4=5entao flg(3)] = f(5) =5+ 1=25+1=26.
Exemplo 2.55.

Sejam f e g duas fungdes definidas por f(x) = 3z — 2 e g(x) = 2? + 4z. Determine
as funcoes go f e fog.

Solucao.

Temos os seguintes dominios e imagens para cada uma das fungoes : D(f) = R, Im(f) =
R, D(g9) =R e Im(g) = [-4, +o0).

i) Do fato Im(f) € D(g) entdo (go f)(z) = g(f(z)) = [f(x)]? +4f(x) = g(f(z)) =
[3z — 2]? + 4[3z — 2] = 92* — 4.
Portanto, (go f)(x) =92 —4 ¢ D(go f) =R.

ii) Do fato Im(g) € D(f) entao (f o g)(z) = f(g(z)) = 3g(x) =2 = flg(x)) =
3(x? + 4z) — 2 = 32% + 122 — 2.
Portanto, (fog)(z) =322+ 122 —2 e D(fog) =R.

Muitas vezes sao dadas fungoes f(z) e g(z) sem especificar quais sdo seus dominios;

para obter gof o dominio de f deve ser escolhido de modo que Im(f) C D(g).

Exemplo 2.56.
Sejam as fungoes h(x) = 10 definida em [—3, 4] e s(z) = 2* — 8 definida em [0, 7).
Determine (hos)(xz) e (soh)(x).
Solugao.
i) Solugao de (ho s)(x)
Temos D(h) = [-3, 4] e D(s) =10, 7].

Por outro lado, (hos)(x) = h(s(z)) =10 Vaz € [0, 7] e s(x) € [-3, 4]; isto ¢é,
Veel0,7 e —3<az?*—-8<4entaoxre€l[0, 7 e 5 <x?<12.

Portanto, (hos)(z) =10 Vz € [v/5, V12]
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ii) Solucao de (soh)(x).
Observe que, (soh)(z) = s(h(x)) = [h(x)]* -8 = 10> -8 = 92, para todo = € [—3, 4]
e h(z)€ [0, 7T];istoé Vae[-3,4] e 0<10 <7 (isto tltimo ¢é absurdo).

Portanto, ndo existe (soh)(z).

Exemplo 2.57.
Consideremos as fungoes h(x) = /x —15 e g(x) = 2? + 5; determine (h o g)(z) e
(goh)(z).

Solugao.

i) Temos D(h) = [15, +00) e D(g9) = R. Por outro lado, (h o g)(z) = h(g(x)) =
Vo(z) =15 = /(22 +5) — 15 = V22 — 10.

D(hog) ={x € R/.g(x) € [15, +00)},isto ¢ z € R e 15 < 2?+5, entao v < —/10
ou x > v10.

Portanto, (ho g)(z) = Va2 —10 Va € (—oo, —/10] U [V/10, +00).

ii) Temos (go h)(z) = g(h(z)) = [M(x))> +5 =[x —15]2+5 =2 — 10, isto Vz €
[15, +00) e h(z) € D(g) =R, entdo Vuz € [15, +o0) e = € R.

Portanto, (go h)(z) =2 —10 Vax € [15, +00).

Exemplo 2.58.

Considere as sequintes fungoes:

r+12, se, x <1 22, se, 4<x<16
flz) = e g(z)=
5—x, se, 1<ux dr+12, se, —1<xr<3

determine f o g e indique seu dominio.

Solugao.

Da defini¢ao de funcao composta temos:
g(x) +12, se, g(z) <1

og)(x) = T)) = isto é
(F 2 9)(a) = Flg(x) {5_9(@’ R
%+ 12, se, 122<1 e 4<x<16
(Adr +12) +12, se, dx+12<1 e —1<zx<3
flg(z)) = ) >
5—x°, se, 1<z e 4<2xr<16

5—(4r+12), se, 1<4xr+12 e —1<x<3

i) Se 2°<1 e 4<z<16 = (—l<z<1led<z<16),logoz ¢R.
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ii) Quando 4r+12<1 ¢ —-1<2<3 =
r ¢ R.

iii) Para 1< a?

e 4<xr<16 =

= [(<—-1 ou 1<z) e 4<uz<16]

logo f(g(z)) =5—2* se 4<x<16.

iv) Quando ( 1<42+12 ¢ —-1<2x<3) =

(—ng e

logo f(g(x)) =5 — (4x + 12)

—1<2z<3) = —-1<z<3

—4x —7 se —1<x<3.

5—a? 4<x<16
Portanto, (f o g)(x) = . r=
—4xr -7,

Exemplo 2.59.

Seja f(x) = é, determine a funcgao (f o f o f)(x).
Solugao.

(fo )= f(fla) = — =

Por outro lado,

istoé (fofof)z)=1-

=1-(1-2)==

—
==

Portanto (fofof)(z) = x.

xT

2.5.2 Funcgao inversa

Seja f : A — B uma fungao bijetiva, do fato Im(f) = B isto significa que para todo

y € B existe um unico elemento x € A, tal que f(z) = y. Entao podemos definir a fungao

g : B— A tal que a cada y € B corresponda um tunico « € A tal que g(y) = z, isto é:

g(y) = se, e somente se f(x) =y
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Definicao 2.18. Funcao inversa.

Se f: A — B € uma fungao bijetiva, quando existe, a fung¢ao g : B — A tal que
fog=idp e go f=1idy, denomina-se func¢ao inversa da funcao f e, € denotada
por f71. Isto é foft=idg e f~lof=idy onde (z,y) € f e (y, z) € fL

A Figura (2.28) ilustra a relagdo que existe entre a fungao f e a fungao inversa f~!.

A ¥ B

g=1r"
Figura 2.28: Funcao inversa

Do diagrama da Figura (2.28) temos:

i) A fungao f~'o f = ids onde (id4 ¢ fungao identidade em A) isto ¢ f~(f(x)) =
x, VzeA.

ii) A funcao f o f~! = idg onde (idp ¢ funcao identidade em B) isto ¢ f~(f(z)) =
xr, VYxeB.

Exemplo 2.60.
Dada a fungao f(x) =

Solugao.

r—1
T+ 2

(x # 2) calcule f~(x).

—1
Seja y = f(x), entdo y = x——f—Q’ devemos isolar x nessa igualdade.
T

x—1
Entéoy:? = yrx+2)=2-1 = yr+2y=z-1 = yr—z=
x
142y 142y
—(1+4+2 = = — = = .
1 1+2y L . ST
Logo, f~'(y) = 1 em geral a funcao nao depende do parametro é indiferente
y —
. . 1 1+ 2x
escrever y, t, z, etc, como variavel; assim podemos escrever f~'(x) = T
:L' p—

Exemplo 2.61.
Mostrar que, se f(x) = {Ya—am, x > 0; temos que f(f(x)) = x. Determine a
fungao inversa de y = f(x).

Solugao.
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Temos da hipotese xz > 0,

F(f@) = a—[F@P = {fa—[Wa—a = fa—la—a] = x

Por outro lado, seja y = f(z), entdo y = /a — 2™ assim x = /a — y" isto ¢ [~ (y) =
Wa —y", sendo a funcao definida independente da variavel resulta f~'(x) = {/a — 2™

2.5.3 Relagao entre o grafico de f e de f~!

Da definigao de fungao inversa temos que, se o ponto P(a, b) pertence ao grafico da
fungdo f, entao Q(b, a) pertence ao grafico da fungao f~! e vice-versa. Observe na Figura
(2.29) a identificagdo no plano dos pontos P(a, b) e Q(b, a) note-se que sdo simétricos
respeito da reta bissetriz y = x.

Isto resulta do fato ser o quadrilatero PAQB um quadrado, de lados AP = QB =
b—a=AQ = PB.

'y 1y
b | el P (.a’. b) ..... B(b, b)
&
d
a | Aa, a)/ e ;Q(lh a)
= -
0 a b X
Figura 2.29: Figura 2.30:

Logo P e @ sao os vértices opostos do quadrado, e considerando que no quadrado as
diagonais sao perpendiculares e cortam-se no ponto médio, resulta d = d’, onde:
d = distancia de P a bissetriz y = x.
d’ = distancia de ) a bissetriz y = x
Se consideramos uma funcao f : A — B e sua funcdo inversa f~!: B — A entao
seus graficos s@o simétricos respeito da bissetriz y = z, pois (x, y) € G se e somente se
(b7 a) e 1.

A Figura (2.30) representa os graficos da funcao f e sua inversa f~!.

Exemplo 2.62.
A fungao f : R — R definida por f(x) = 3x+5 € injetiva, logo admite fungao inversa
f~1:R — R. Determinemos esta funcao inversa f=1.

Solugao.
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Primeiro método:

Sabemos que f(f'(y)) =y , logo

-5
de onde f~l(y) = yT Vy € R, sendo a varidvel y na funcao f~! independente,
—5
podemos utilizar a letra x e obter f~(x) = ’ 3 VzeR.
Segundo método:
-5
Suponha y = f(x), entdo y = 3z + 5 onde, isolando a variavel z resulta: x = yT’
_5 _
logo f‘l(y):yT Vy €R ou f‘l(x):x3 VzeR.

Exemplo 2.63.
Determine a funcio inversa [~ (x), se f(x+1)=2>—-3x+2 VzeRT.

Solugao.
Sejat=x+1, entao x =t — 1, logo
f)=flr+1)=a?-3z+2=>0t—-12-30t—-1)+2=1t>-5t+6
observe, a fungao f(t) existe para t > 1.

Consideremos y = f(t) = t> —5t+6 entao t* — 5t +6 —y = 0, pela formula de Bhaskara
54 4/25—4(6 —y)

temos t = 5 , assim
1
25-46-y)20 = 14+dy20 = y=—;
5 25 —4(6 — 1
pela condigao de ¢, temos que f~1(y) = * 5 (6-y) sempre que y > T
5++V1+4 1 5
Portanto, f~!(z) = % sempre que x > Ve Im(f~') = [5, +00).

Exemplo 2.64.

a) Suponha f(z) =x + 1. Existem fungoes g tais que fog=go f?

b) Suponha f seja uma fungao constante. Para quais fun¢oes g cumpre que fog = go f7
c) Suponha que fog = go f para todas as fungoes g. Mostre que f é a fungao identidade.
Solugao.

a) A condic¢do fog = go f significa que g(z) + 1 = g(z + 1) para todo x € R. Existem

muitas fung¢oes g que cumprem esta condicao.
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b) Suponha f(z) =¢, Va € R, entdao fog = go f se e somente se ¢ = f(g(x)) =
9(f(x)) = g(c) isto ¢ g(c) = c.

c) Se fog=go f para todo g, entdo cumpre isto para todas as fun¢oes, em particular

para a funcdo constante g(z) = ¢; logo da parte b) segue que f(c¢) = ¢ para todo c.

Exemplo 2.65.

b
Mostre que a fungio inversa da fun¢ao homogrifica f(z) = ax—td (considerando
cr
ad — bc # 0) também é homogrdfica.
Solugao.
b —d
Seja y = f(x), entdo y = ot existe sempre que r # —.
cr+d c
. ar +b
A igualdade y = T = ylex+d)=ar+b = zlyc—a)=b—-dy =
cr
dy — b
v =Y , YVy# ‘¢
a—cy c
dr —
Denotando com f~(x) = ’ temos a fungao inversa de f(z).
a—cr
d—b
Observe, f o fﬁl(;p) = f(f71<q;)) = % =z da hipétese ad 7é be. De modo
ad — be

analogo mostra-se que f~'o f(x) = z.

dr —b
Portanto f~!(z) = * é homogréfica.
x

a —
Exemplo 2.66.

Estima-se que um operdrio de um estabelecimento que faz molduras para quadros possa
pintar y molduras depois x horas do inicio do seu trabalho que comeca as 08 : 00 horas da
manha, onde y = 3z +8x? — a3 se 0 < x <4 . (a) Ache a taza seqgundo a qual o operdrio
esta pintando as 10 : 00 horas da manha.(b) Ache o nmimero de molduras prontas entre
10 e 11 : 00 horas da manha.

Solugao. a)

Temos y = f(x) é uma fungdo que depende do tempo z. No instante x; temos que
y = f(z1) = 32, + 822 — 23, Suponha um lapso de tempo transcorrido h depois de z1,
entdao y = f(z1+ h) = 3(x1 + h) + 8(x1 + h)* + (z1 + h)®.

A diferenca

Af _ floth) = f()
h h

quando h for tao pequeno possivel, determina a taxa segundo o qual o operario esta

pintando z; depois das 08 : 00 da manha.
Isto &, Af(xy) =3[(z1+h)— 2] +8[(x1 + h)? — 23] — [(z1 + 1) — 23] =

= 3h + 8(2hx; + h*) — (3hal + 3h%zy + h*) = h[3 + 8(2x1 + h) — (323 + 3hx; + h?)]
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entao

Af(zy)  h[3+8(2x1 + h) — (323 + 3hay + h?))

h h
3+ 8(27; + h) — (327 + 3hay + h?)

JAN
# = 3+ 8z; — 3z}. A taxa

segundo o qual o operério esta pintando quando z; = 2 corresponde as 10 : 00 horas.

Af(2)

pintando as 10 : 00 horas da manha é de 7 quadros. U

Quando A for tao pequeno quanto o zero, temos

Logo, =3+ 8(2) — 3(2%) = 7. Portanto, a taxa segundo a qual o operario esta

Solucao. b)

Até as 11 : 00 horas ele pintou y = 3(3) + 8(3?) — 3% = 54 quadros. Até as 10 : 00
horas ele pintou y = 3(2) +8(2%) — 23 = 30 quadros. Logo entre as 10 : 00 e 11 : 00 horas
da manha, ele pintou 54 — 30 = 24 quadros. Il

Exemplo 2.67.

.%‘2

Sejam as fungoes f(x) = 62 © g(x) =+/8 — 3t. Achar;
1. D(f) eD(g) 2. (fog)(z) e (g)(aj) e seus respectivos dominios.

Solugao.

1. D(f)=R— {6, 6} ¢ D(g) = (o0, 8/3]

2. D(fog)= (=00, 8/3~ (-3} ¢ D)= (=, 8/3 - {~6)
(fog)a) =~
s 2

GO =i
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10.

. Para quais ntimeros reais a, b, ¢, d a fungao f(z) =

Exercicios 2-4

ar +d
cr+b

cumpre f(f(2) = @
para todo x?

Se f ¢ uma funcao de variavel real tal que f(x —2) = 222 + 1, determinar:

fo+ 2~ 1) a2 1),

1. a# 3 2.

. Se f(4x + 1) = 2* + 4z — 5 é fungao real, achar f(5x).

. Seja f funcao real definida por:

{2, se, 0<z<2 o g(x) = f(z +2) + f(22)

3, se, 2<x<3
Achar D(g).
Seja f : A — [0, 1]. Determine o dominio de f se:

|z +2]

1 J@) T+ 2

2. f(z)=—2*+4z +12 3. f(x)

Determinar o dominio de definicao das seguintes fungoes:

1. f(x):,/ij 2.f(x) = 1;_*;” 3. f(z) =v9— 6z + a2

. 322 \
4 flo)=vVa® —dr 12+ y+0+2 5 flo)=\/1-Vita?
—T — X

6.g@o—{‘w+nwu e, [ll) ¢ par

| Vet =l se, [lzf] ¢ mmpar

. A fungao f(z) esta definida como segue: em cada um dos intervalos n < x <n +1

1
onde n é um inteiro positivo, f(x) varia linearmente, sendo f(n) = —1, f(n—l—E) =0.
Construir o gréafico desta fungao.

. A funcao f em R ¢ tal que f(2x) = 3z + 1. Determine 2.f(3z + 1).

Sendo f e g duas fungdes tais que fog(z) =2x+1e g(x) = 2—z. Determine f(x).

Se f(g(z)) =5z —2 e f(x) =5x + 4, entdo g(z) ¢ igual a:
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Dadas as fungoes f(z) = 4x + 5 e g(x) = 22 — bk, ocorrerd g o f(x) = fog(x) se e
somente se k for igual a:

Seja f uma funcao definida em R tal que f(z —5) = 4x. Nestas condigdes, pede-se
determinar f(z +5).

Sendo f e g duas fungoes tais que: f(z) = ax+be g(z) = cx+d. Sob que condigdes
ocorrera a igualdade g o f(z) = f o g(z)?

Sejam f(x) = x+2 e g(z) = 2*+a, determinar o valor de a de modo que (fog)(3) =
(gof)la—1).

Determine duas fungoes f e g tais que h = gof nos seguintes casos:

1. h(x) = (2*+3)° 2. h(z) = 2% 3. h(z)=3(z+]|x])
4. h(zr)=+Vz+12 5. h(z) =2®+ 16z + 64
9 2
6. h(x)= ( ;jj) 7. h(x) = sen’4x + Ssendx + 2

Dadas as fungoes f(z) =|z+ 1| e g(x) =| 2 —x |. Determine foge go f.

Sejam f e g funcoes definidas por:

222 + 5z, se, x <2 x + 4, se, x>2
f(ﬂf)Z{ 9(%)2{

|z +2| -2z, se, z>2 2?2 — 3z, se, x<2

Achar: 1. f(1)+g(1) 2. £(0).9(0) 3. (fog)(2)
PR 5. (foq)(-3) 6. (go9)C)
- og(1) ' ' 2

Dada a funcdo de producao 9p = 2¢?, onde ¢ é a quantidade de um insumo, o que
acontece com a producao se a quantidade do insumo for duplicada? Como sao entao

os retornos da produgao?

Sejam R = —2¢*> +30q e C = 3¢ + 72 as funcoes de Receita e Custo para certo
produto. (a) Determine o ponto de equilibrio (break-even). (b) Faca os graficos
de C' e R num mesmo eixo. (c) Determine a fun¢ao lucro e faga seu grafico. (d)
Determine a funcao lucro médio e faga seu grafico por pontos tomados no intervalo

de variacao de q.

Seja P = 20v/x® uma fungao que da a quantidade P de certo produto que é produ-

zida em funcao da quantidade x de certo insumo. (a) Esbogar o gréafico da fungao.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

(b) O que acontece com a produgao P se a quantidade de insumo por multiplicada

por 6.

Um laboratorio, ao lancar um novo produto de beleza, estabelece uma funcao que
dé a quantidade procurada y no mercado em funcao da quantidade z de caixas
com certa quantidade de amostras, que foram distribuidas entre donas-de-casa. A
funcao estabelecida ¢ dada como y = 300 x (1,3)*. (a) Qual foi a procura do
produto antes da distribuicao da amostra?. E apo6s a distribuicao de duas caixas?
E apos a distribuigdo da quatro caixas? (b) Quantas caixas da amostra tem que
ser distribuidas para que a quantidade procurada seja 3.0007 (c) Esboce o gréfico

da funcao.

A demanda mensal de um certo produto por consumidor é funcao de sua renda, de
30.000

+ 30

de reais e ¢ é a quantidade do produto em gramas. (a) Faga o grafico da fungao.

acordo com a seguinte expressao: ¢ = 400 — , onde y ¢ a renda em milhares

(b) Essa fungao é crescente ou decrescente? As taxas crescentes ou decrescentes?
Por qué? (c) Em que ponto corta o eixo horizontal dos z. Qual é o significado do
fato?

Um comerciante é o representante de vendas de uma certa mercadoria em uma
cidade. Vende atualmente 200 unidades e observa que a porcentagem de crescimento
de vendas é de 25% ao ano. (a) Determine fungao y = f(z) que da a quantidade
que serd vendida em fungao do tempo em anos, a partir de hoje. (b) Quanto estara

vendendo daqui a dois anos? E daqui a quatro anos?. Esboce o grafico da funcao.

Uma firma de servigos de fotocopias tem um custo fixo de R$800,00 por més e
custos variaveis de 0,06 por folha que reproduz. Expresse a funcao custo total em
funcao do nimero de paginas x copiadas por més. Se os consumidores pagam 0, 1

por folha. Quantas folhas a firma tem que produzir para nao ter prejuizo?

A equacao de demanda de um certo produto é ¢ = 14 — 2p e a equacao de oferta

q = 6p — 10. Determine o ponto de equilibrio.

Seja a funcao y = ", x > 0. Para que valores de x esta funcao tem valores

maiores que os de sua funcao inversa.

ar +b

Qual deve ser a condi¢ao para que a funcao homografica y = coincida com

) cr +
sua inversa. Sabe-se que ad # bc.

Qual ¢ a caracteristica do grafico de uma fungao homografica identicamente a sua

inversa ?
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24+ 2r+c¢

22 4 dr 4 3c assume qualquer valor real si 0 < ¢ < 1.
x x + 3¢

. Mostre que a fungio f(x) =

O peso aproximado dos musculos de uma pessoa é diretamente proporcional a seu
peso corporal. (1.) Expresse o ntimero de quilos do peso aproximado dos miusculos
de uma pessoa como func¢ao de seu peso corporal, sabendo que uma pessoa com
68 kg tem peso aproximado de seus musculos 27 kg. (2.) Ache o peso muscular

aproximado de uma pessoa cujo peso corporal é de 60 kg.

Um fabricante vende certo artigo aos distribuidores a R$20 por unidade para pedidos
menores de 50 unidades. No caso de pedidos de 50 unidades ou mais (até 600), o
pre¢o tem um desconto de 2 centavos vezes o nimero encomendado. Qual é a

quantidade de encomenda que proporciona maior ingresso para o fabricante?.

Desenhar o gréfico e determine o custo médio da fungdo de custo total C(q) =

b
aq [qi } onde a, b e ¢ sao constantes positivas b < c.
qg+a

Uma mercearia anuncia a seguinte promoc¢ao:

“Para compras entre 100,00 e 600,00 reais compre (x + 100) reais e

ganhe (x/10)% de desconto na sua compra.”
Qual a maior quantia que se pagaria & mercearia nesta promoc¢ao ?

Consideremos duas fungoes f e ¢ definidas por:

20 — 1, se, =z < -1
fl@)=[z-2|+]z—-1] e g(x)=1q 2, se, —l<ux<l

x2, se, 1<ux

Determine as fungoes fog e go f.
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2.6 Outros tipos de funcoes reais

2.6.1 Funcoes implicitas

Suponhamos temos uma equagao envolvendo duas variaveis digamos = e y, do tipo
f(z,y) = C onde C' é uma constante real. Geralmente esta equagao podemos representar
graficamente mediante alguma curva no plano cartesiano x0y.

Pergunta: Esta curva pode ser o gréafico de
uma funcao ? yh

Geralmente isto nao acontece.

Pergunta: Existe um “trecho” da curva que

3
3
y como fungao de x)7; isto é podemos representar
—3

Quando a resposta é afirmativa, diz-se que a Figura 2.31:

f ' A — B para determinados subconjuntos de

seja possivel exprimir y como fun¢ao de x (ou entao ~ (
Y

numeros reais?.

funcao f : A — B é definida implicitamente pela
equacao f(x,y) =C.
Exemplo 2.68.
Seja a equacdo x4+ y? = 9, representada no plano cartesiano € o grifico de uma
circunferéncia de centro (0, 0) e raio 3 como mostra a Figura (2.31).
Observe que a circunferéncia nao € o grdafico de uma funcao; mas podemos separar em
“trechos” o dominio dessa relagdo para obter y como func¢ao de x.
i) A fungao f :[-3, 3] — R definida por f(x) =9 — 22 cujo grifico € a semicircun-
feréncia superior ao eixo-x.
ii) A funcao f :[—3, 3] — R definida por f(x) = — /9 — 22 cujo grifico é a semicir-

cunferéncia inferior ao eiro-x.

2.6.2 Funcao periddica

Definicao 2.19.
Dizemos que uma funcao f : A — R € periddica quando existe um nimero real
t #£ 0, tal que para todo x € D(f), temos:

i) x +t € D(f) ii) f(z+1t) = f(x)

O numero t denomina-se “um periodo de f”.
O menor periodo positivo t de f quando exista, denomina-se “o periodo de f”, e neste

caso dizemos que f é periddica de periodo t.
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Exemplo 2.69.

A funcao mantissa f : R — R definida por f(x) = x — [|z|] € periddica de periodo
t =1. Observe que f(x+1)=(z+1)—[lz+1||=a+1—-z]| - 1l=2—[|z|]] = f(z) e
nao existe outro numero t tal que 0 < t < 1 que seja o periodo de f, o grdfico da fun¢ao

mantissa ilustra-se na Figura (2.32).

—r -2 -1 0 1 2 3 T 1

Figura 2.32: Figura 2.33:

Exemplo 2.70.
A fung¢ao mantissa f : Z — {—1, 1} definida por f(x) = (—=1)* € periddica de periodo

dois, seu grdafico mostra-se na Figura (2.33)

2.6.3 Funcao algébrica

Definicao 2.20.
Diz-se que uma fun¢ao y = f(x) definida num conjunto A, é algébrica de grau n,

quando ela € solu¢ao de uma equacgao algébrica da forma:
P(x,y) = Po(x)yn + Pr(®)Yn—1 + -+ Poa(z)y + Po(z) =0

Paran e Nyn>1 e Py(x), Pi(x), -+, Poo1(z), P,(z) polindmios de varidvel x.

Exemplo 2.71.
A funcdao y = Va2 + 1 — x € algébrica, pois esta funcao € solucio da equacio y° —
2
4+ —-1=0.

Exemplo 2.72.
Todo polinémio y = P(x) é uma fungdo algébrica, observe que € solu¢ao da equagdao

y — P(x) = 0 para todo x € R.
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2.6.4 Funcao par. Fungao impar

Definicao 2.21.

a) Dizemos que f: A — R & “func¢do par”, se para todo x € D(f), temos: que
—x € D(f) e f(—x) = f(x) como mostra a Figura (2.34) na esquerda

b) Dizemos que f: A — R é “fung¢do impar”, se para todo x € D(f), temos: que
—x € D(f) e f(—x) = —f(x) como mostra a Figura (2.34) na direita.

Figura 2.34:

Exemplo 2.73.
A fungao f(x) = 2*, para v € R € funcao par, pois para todo v € R e —x € R temos

f(=x) = (=)' = 2% = [(x).

Exemplo 2.74.
A fungio f(x) = 2° , para x € R € fungdo impar, pois para todo v € R e —x € R
temos f(—x) = (—z)°> = —2° = — f(z).

Observacao 2.8.
a) O grafico de toda fun¢ao impar é simétrica respeito do origem de coordenadas.

b) O grafico de toda funcdo par é simétrica respeito do eixo-y.

Exemplo 2.75.
Classifique as fungoes abaizo em pares, impares ou sem paridade:
a) f(x) =2z b)g(r) =2* — 1 c) h(z)=2*—5x+6

Solugao.

a) f(—z)=2(—x)=—-2r = f(—z)=—f(x), portanto f & impar.
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b) g(z)=2*-1 = g(-x)=(—2)*-1=2—-1 = g(z)=g(—x), portanto g ¢
par.

c) h(z)=2>—-5x+6 e h(—x)=(—2)>—=5(—2)+6=2>+52+6

Como h(z) # h(—=x), entdo h nao é par; temos também —h(x) # h(—x), logo h néo

¢ impar.

Por nao ser par nem impar, concluimos que h é funcao sem paridade.

2.6.5 Funcao monotdnica

Definicao 2.22.
Sejam I um intervalo da reta R e f: A — R funcdo, sendo [ C A

a) A funcgao f € estritamente crescente no intervalo I, se para todo x1, xo € I com
r1 < Ty entdo f(xy1) < f(x2).

b) Uma fungao f € estritamente decrescente no intervalo I, se para todo xq, xe € I

com xy < Ty entao f(x1) > f(x2).

c) Uma fungao f € crescente no intervalo I, se para todo xy, x9 € I com x1 < o
entiao f(x1) < f(xa).

d) Uma fungao f é decrescente no intervalo I, se para todo x1, x9 € I com x1 < o
entiao f(x1) > f(xa).

Exemplo 2.76.
A fungao definida por f(x) =5 € crescente e nao crescente em todo seu dominio, esta

fungao nao € estritamente crescente nem estritamente decrescente.

Exemplo 2.77.

A fungao definida por f(x) = bx + 2, € estritamente crescente em todo seu dominio.

3

A fungao g(x) = —a° € estritamente decrescente em todo seu dominio.

(Y
Em qualquer um dos casos, se diz que a funcao
f é monotoénica no intervalo I; nos casos a) e b)
ela também se diz monotdnica estrita no intervalo
I.
-~ 3 - Y —
Exemplo 2.78. - B 0 z

A funcao: f(x) =|x* — 9| € estritamente cres-
cente no intervalo [—3, 0| U[3, +00) e estritamente

decrescente no intervalo (—oo, —3] U [0, 3]. Figura 2.35:
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O grifico desta fungao f(x) mostra-se na Figura
(2.35).

Observacao 2.9.
A fungao f : I — R € estritamente crescente(decrescente), se e somente se, —[f €

estritamente decrescente (crescente).

Propriedade 2.1.

Se a fungao f: I — R € estritamente monotdnica, entao f € injetiva.

Demonstracgao.

Suponhamos que a fungao f : I — R seja estritamente monotonica e sejam a, b € [
de modo que a # b. Logo a < bou b < a.

Suponhamos que a < b e f seja estritamente crescente, entao f(a) < f(b), de onde
Fla) £ £(b).

Em qualquer dos dois casos segue que f(a) # f(b).

Portanto, f é injetiva. n

2.6.6 Funcao limitada

Definicao 2.23.

Seja f : R — R uma fungao real com dominio D(f).

a) Dizemos que a fungao f é “limitada superiormente”, quando existe M; € R tal
que f(z) < M; VaeD(f).

b) Dizemos que a fungao f é “limitada inferiormente”, quando existe My € R tal
que M, < f(x) Ve D(f).

c) Se uma fungao for limitada superiormente e inferiormente, diz-se que ela é
“limitada”, em consequéncia temos que existe M € R tal que | f(x) |<
M, VaxeD(f),sendo M =max.{| M|, | M|}

d) Se existe x € D(f) tal que | f(x) |> M para algum M suficientemente grande,

dizemos que f(z) é “fun¢ao nao limitada”.

Exemplo 2.79.

i) A funcao f(x) = 2% nao € limitada em R, pois imagine, para um elemento bastante
“grande” x € R do dominio, nao conseguiriamos obter outro M € R tal que f seja

limitada.
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Portanto, f(x) = x® é nao limitada (€ ilimitada).
ii) A funcao g(x) = senx € limitada, sabe-se que que |g(z)| < 1.

Seja A C D(R), se f ¢é limitado para todo z € A, dizemos que f é um conjunto

limitado em A.

Definicao 2.24.

Seja f: R — R uma fungao real com dominio D(f).

a) Se uma fungao f for limitada superiormente, o menor dos limites superiores da

Im(f) denomina-se “supremo da fun¢ao®, e indica-se com: sup .f(z)
z€D(f)

b) Se a funcao f € limitada inferiormente, o maior dos limites inferiores da Im(f)

denomina-se infimo da funcao, e indica-se com: ingf) S(x).
z€D

Exemplo 2.80.

1
i) Seja a fungio f(x) = —, o infimo  inf .f(x) = 0. Esta fun¢do nao tem supremo,
X T
pois o sup .f(z) = o0
z€D(f)

1
ii) Sejag:(0,1] — R, eg(z) =1——. Aqui, sup .f(x) =0 e o infimo nao existe.
z z€D(f)

iii) Seja h : (2,6) — R, definida por h(z) = (z — 3)* + 1, temos inf .f(z) =1 e

z€D(f)
sup .f(z) =10
zeD(f)

Definicao 2.25.

Seja f: R — R uma fungao real com dominio D(f).

a) Se o supremo do congunto Im(f) € tal que sup .f(z) < f(a), Va € D(f), o
z€D(f)

supremo € chamado de mdximo da funcao f, e indica-se com: ma(x) S(x) .
zeD(f

b) Se o infimo do conjunto Im(f) € tal que f(B) < ig{f) flx), YaeD(f), o
TEe

infimo € chamado de minimo da fun¢ao f, e indica-se com: mlilf(m) :
xe

Exemplo 2.81.
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1. A funcdo constante f(z) =k, Vaz € R(k constante) é limitada observe, sup.f(z) =
zeR

/@) = S =g S =k

2. A funcio h(x) = 22 definida no intervalo A = (-2, 3) ¢ limitada observe, sup .h(z) =9
€A

inf .A(z) =0 =min.h émnao exist ().
e inf () =0 min () porémnao exis ¢ max ()

3. A fungao g(x) = 2* definida no intervalo A = [—2, 3] é limitada observe, sup .h(z) =
€A
9= rggjc.h(:v) e ;Iglg h(z)=0= miin h(z).

2.6.7 Funcao elementar

Definicao 2.26. Funcao elementar.

Uma funcao elementar € aquela que obtém-se mediante um numero finito de opera-
coes de adigao, subtragao, multiplicacao, divisao, e composi¢ao de fungoes como por
exemplo: as fungoes constantes; a func¢ao poténcia y = x"; a funcao exponencial

y = a”; as fungoes logaritmicas; trigonométricas e trigonométricas inversas.

Sejam f1, fo, f3, -+, fn fungoes definidas num mesmo conjunto A, e ay, as, as, --- , a,

numeros reais sendo n € N.

Definigao 2.27. Combinacao linear finita.
A fungao f : A — R definida por: f = a1fi +asfi +asfs+ -+ + anfa €
denominada uma combinac¢ao linear finita de fi, fa, f3, ==+, fa-

Logo, f € uma funcao elementar.

Exemplo 2.82.
Mostre que a funcgao f(x) = (x + 3)" podemos escrever como uma combinagao linear
finita.

Demonstracao.

Sabe-se pelo Binomio de Newton que

flx)=(z+3)" = <n>><x"_k.3k:

32 —1 37172 -1 3n71
MQ;"*2+...+ n(m )_|_ n_|_3”

_.n n—1
=" + 3nx + o o 1
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Escrevendo f(z) = 2" %, e a; = 3* ( Z ), entao segue que

flx)=(z+3)" =a fi(z) +asfi(r) + azfs(z) + - + anfulz)
Logo, f é denominada uma combinacao linear finita.

Exemplo 2.83.

O preco a pagar pela locagao de um automdovel € composto de duas partes: uma tarifa
fiza didria de R$40,00 e uma quantia de R$0,15 por quiléometro rodado. Mostre que o
prego a ser pago pela locacao de um destes automoveis por 5 dias e rodando 1200 km serd,
em reais, igual a R$380,00.

Solugao.

Seja x o numero de dias, e y os quilometros rodados, entao a funcao que descreve o

fenémeno é f(z, y) = 40z 4 0, 15y, logo quando z =5 e y = 1200
£(5, 1200) = 40(5) + (0,15)(1200) = 200 + 180 = 380

Exemplo 2.84.
Um grupo de estudantes dedicados d confeicao de artesiana tem um gasto fizo de

R$600.00, e em material gasta R$25.00 por unidade produzida. Cada unidade serd vendida
por R$175.00.

1. Quantas unidades os estudantes terao que vender para existir equilibrio?
2. Quantas unidades os estudantes terao vender para obter lucro de R$450.00%
Solugao.

Sejam x unidades produzidas, o gasto total para a producao destas unidades é dada
pela fungdo g(x) = 600 + 25x, sendo que o ingresso pela venda destas x unidades é dada

pela fungao f(z) = 175z
(a) Para acontecer equilibrio devemos ter que: g(x) = f(z), entdao 600 + 25x = 175x de
onde 600 = 150z o que resulta z = 4.

Portanto, tem que ser vendidas quatro unidades para existir equilibrio.

(b) O lucro ¢é dada pela expressao f(x) = 450 + g(x), isto é 175z = 450 + (600 + 25x) de
onde resulta 150z = 1050, logo = = 7.

Vendendo sete unidades obtém-se lucro de 450 reais.
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Exercicios 2-5

= ’ 4
T ’
o \

1. Dada a fungao f(z) =
de f(x).

determinar sua fungao inversa f~!(z) e a imagem

1
Vad —1

2. Mostre que, para * > 0 a equagdo y+ | y | —z— | « |= 0 determina a funcao
cujo grafico sera a bissetriz do primeiro angulo coordenado, entanto para x < 0 sao
as coordenadas de todos os pontos do terceiro quadrante (incluidos seus pontos de

fronteira) as que cumprem a equagao dada.
3. Dadas as seguintes funcoes reais, determine caso exista, sua fungao inversa.

x2—4 5
1. =22 -5 +6 2. = 3.
fla) = a* —5c+ 9(@) = —

4. h(r)=vVa?—4doe+4 5 s(x)=z+|z+1] 6. t(r)=Vr+2-5

4. Se f(xr) = z — 2a, determinar os valores da constante a de modo que f(a?) =
fa—2).
443
5. Seja f : A — [—9, —1) definida por f(x) = 1+ 3$:
— 3z
1. Determinar A. 2. Mostre que f é¢ 1—1. 3. f & sobre?.

6. Se f(z) =z +2c e f(c*)= f!(c), achar o valor de:

. f(1)
1. f(0)-f710 2. :
(0)-17(0) =0
7. Construir o grafico e determinar a imagem das seguintes funcgoes:
2% —4
-2
1. fa)={ 252 & 7
3, se, = —2
|4—2%], se, |x|<3
2. T) =
fa) {5, se, |z[=3
(|x+3], se, —4<x<0
3. f(x)=4q 3—2% se, O0<a<4
-2, se, |z|>4

(((z—1)% se, 0<z<2
4. f(zr)=1< 10—2?% =se, 2<2<3
—2

\ )

se, r<0Ooux >3
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10.

11.

12.
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—|x+4|, se, —8<xr<2
5. () = 2 —4x — 2, se, 2<x<5
—22 4+ 10z — 22, se, b<x <8
-3, se, |x|>8

Construir o grafico, determinar a imagem e verifique se as seguintes func¢oes sao

inversiveis :
(x—1)% se,0<z <2
L f(z)=4q 10—2% se2<x<3 2. f(z) =5(z+|z+1])
[ —2, se,v <Oouzx >3
(|2+3], se, —4<x<0
3. fx) =< 3—2% se,0<x<4 4. f(r) =2® =5z +6
[ —2, se, |z |>4
(]x—l—él\, se, —8 < xr <2
r+2, se2<z<5h |4—2%|, se, |x|<3
5. /) ={ " 6. /(x) =
x°, se,b<x <8 5, se, |z |>3
L -3, se, |x|>8
(—|:17+4|, se, —8<x <2 2,
2 —dr —2, se,2<z <5 T sex A2
7. f(x) = ) - 8 flx) =3 x+2 7
10 —2* — 22, se,b<x <8 3 se. 1 — 9
-3, se, |x|>38

Determine dois conjuntos A e B para que a equacao a seguir determine uma funcao
implicita f : A — B.

s y2_ 2 2 _ 2 2 _
1 g—f—z—l 2. Jf—y—l 3. I—Sy—l—y —9y——8
1
4 I =y 5 |x|+]yl=2 6. yr®—a2—-9y=0
x

Determine valores de a e b na expressao da fungao f(z) = az?+bx +5 para os quais
seja valida a identidade f(z + 1) — f(z) = 8z + 3.

Verifique se a fungao a seguir é par o impar justificando sua resposta.

1. f(z)=—-2"+x 2. f(x)=z-"+2° 3. f(x)=-x+2°

4. f(z)= # 5. h(x)= % 6. wt)=a-¢

2

Se o conjunto A é simétrico em relacao & origem (se x € A, entdo —x € A) para
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

toda f : A — R prove que a funcao:

1. —f(x) + f(=2) é par. 2. —f(x) —fl=7) é impar.
2 2
Apresente cada uma das seguintes func¢oes como soma de uma fungao par e outra
impar:
1. y=23+3x+2 2. y=1—2a2%—a*—22°

Mostre que o produto de duas fungoes pares ou impares é uma funcao par e, o

produto de uma fungao par por uma impar é funcao fmpar.

Seja n natural impar. Mostre que f(z) = {/x é estritamente crescente no intervalo
[0, +00).

Seja f(z) = é para x € I = (0, 1]. Pergunta-se:

1. Esta funcao é limitada superiormente?

2. Esta funcao é limitada inferiormente?

3. Existe I?gle(l‘) ? 4. Existe rilé?f(x) ?
Analogo ao exercicio anterior para a fungao:

1. f(x)=2%—1x quando z € [ = [—4, 4].
2. f(z)=2*—2x+1quando x € [ =[—4, 4].

T
Mostre que 5 ¢ estritamente crescente nos intervalos (—oo, —2) e (—2, 4+00).

Mostre que toda fungao estritamente crescente ou estritamente decrescente é inje-

tiva.

Seja m numero natural impar, mostre que f(z) = v/z + 1 é estritamente crescente
em R.
Sendo f(z) =senz e g(z) = logz, pede-se determinar o valor de g[f(g)]

Determine o possivel valor para n € Z para o qual 2* > z" para todas as x > 100.
Seja f(z) = Ln(x). Mostre que f(z) + f(x + 1) = f(z(x + 1)).

Se f é uma fungao tal que f(1) =a, f(p) =be f(zr+y) = f(x)- f(y), Vz,yecR,
entao f(2 + p) é igual a:

Sejam f : A— B e g : B — R duas fun¢oes. Demonstre que:

1. Se f e g sao injetivas, entao g o f é injetiva?
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26.

27.

28.

29.

30.
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2. Se f e g sao sobrejetivas, entao g o f é sobrejetiva?
3. Se go f éinjetiva, entao f é injetiva.

4. Se go f & sobrejetiva, entao g é sobrejetiva.

Em um certo clube de futebol, a taxa anual cobrada aos socios ¢ de R$300,00
e o socio pode utilizar campo de futebol pagando R$2,00 por hora. Em outro
clube, a taxa é R$200,00 e cobram R$3,00 por hora de uso do campo de futebol.

Considerando as questoes financeiras; que clube vocé escolheria, ?

As fungoes de oferta e demanda de um certo produto sao respectivamente S(p) =
p—10 e D(p) =5.600p~ .

1. Calcular o preco de equilibrio e o namero correspondente de unidades em oferta

e demanda.

2. Construia as gréaficos das fung¢oes num mesmo par de eixos.

Um nimero de dois algarismos excede em uma unidade o séxtuplo da soma de seus
algarismos desse nimero. Se a ordem dos algarismos desse niimero for invertida, o
novo numero tera nove unidades a menos do que o nimero original. Encontrar o

nimero original.

As equagoes de oferta e demanda numa determinada fabrica estdo dadas por ¢ =
24 —peq = 10 p — 20, funcoes lineares do preco. Determine a quantidade de

equilibrio.

A folha de pagamento mensal de uma empresa é diretamente proporcional ao nimero
de trabalhadores, sabendo que 20 dos trabalhadores tem uma folha de pagamento
de R$3000, 00.

1. Expresse o valor da folha de pagamento mensal como fun¢ao do ntmero de

trabalhadores;

2. Qual a folha de pagamento para 18 trabalhadores?
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2.7 Funcoes transcendentes

Chama-se funcao transcendente a aquela funcao que nao é algébrica. Sao fungoes

transcendentes:
a) A fungao exponencial e sua inversa, a fungao logaritmo.

b) As fungdes trigonométricas e suas inversas.

2.7.1 A funcao exponencial de base a

Definicao 2.28.
Sea>0 e r=

Q3

¢ um numero racional define-se a” = aP/? = /ap.

Propriedade 2.2.

Para qualquer par de numeros r, s € Q temos :

a) a'.a’=ad"* b) (a")°=a"" c) (ab)"=a".b"
a\" a" a” s
4 (3) =5 040 © F==¢

Definicao 2.29. Funcao exponencial.
Seja a # 1 um namero real positivo. A fungio f: R — R definida por f(x) = a”

€ chamada funcao exponencial de base a.

O dominio de esta fun¢ao é D(f) = R e sua imagem Im(f) = R" = (0, +o0). Para

seu grafico consideremos dois casos como se observa na Figura (2.36).

Y y
\ y =0 /

-1 1 T -1 1 T

Quando 0 <a <1 Quando a > 1

Figura 2.36: Funcgao exponencial

Propriedade 2.3.
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El) Se 0 < a < 1, a funcdo f(z) = a” é decrescente em todo seu dominio.
E2) Se a > 1, a funcdo f(x) = a” é crescente em todo em seu dominio.
E3) O grafico da fungao exponencial de base a passa pelo ponto P(0, 1).

E4) Se 0 < a < 1, entdo : a” tende para 400 quando x tende para —oo, e a” tende para

—oo quando x tende para +oc.

E5) Se a > 1 entao : a” tende para 400 quando x tende para +00, e a* tende para —oo

quando x tende para —oo.
E6) o*"* =a*.a®* e a" 7 =—

Exemplo 2.85.

1 1
Sejam f(x) = i(ax +a ") eg(zr) = 5(@’” —a™") mostre que:

i) fz+y) = f2)f(y) +9(z)g(y) ii) g(z +y) = f(@)g9(y) + f(y)g(x)
Solugao. i)
Temos:
flo+y) = 5@ + ) 2.1

Por outro lado:

f@)- ly) = %(ax +a) %(ay +ta) = %(axﬂ’ +a® Y 4+ a7 4 Y,
g($) : g(y) = %(Clw — afx) . %(&y _ a*y) — %(aaﬁky — gty — Cliery + &fxfy)'
Logo
De (2.1) e (2.2) temos f(z+y) = f(z)f(y) + g(z)g(y) O
Solugao. ii)
Temos
oo+ y) = (a™* —a=) 03

Por outro lado;

F@)gly) + FW)gla) = 0" +a)a —a™) + (@ + (e — ) =
1

= (@Y — " 4 a" T — g TY) 4 (aVF — gV 4 gV YT =

4

1 1
Z(Za“y —2a7"Y) = i(a”y —a ") (2.4)
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De (2.3) e (2.4) temos g(z +y) = f(2)g(y) + f(y)g(z).

2.7.2 Funcao logaritmica

A funcao logaritmica é a funcao inversa da fungao exponencial.

Das propriedades E'1 e E2 conclui-se que a fungao exponencial de base a dada por
f(z) = a” quando a > 0 e a # 1 é injetiva em seu dominio R e portanto admite
funcao inversa, chamada “Funcao logaritmica de base a” e estd definida pela funcao ¢ :
(0, +00) — R tal que g(z) = log, .

Seu dominio é D(g) = (0, +00) e sua imagem Im(g) = R.

Na Figura (2.37) mostra-se o grafico de g(x) = log,  se 0 < a < 1. Na Figura (2.38)

se mostra o grafico de g(x) = log, * quando a > 1.

L Y v Y
/
-+ x& >
-1 1 -1 1
N x
Quando 0 <a <1 Quando a > 1
Figura 2.37: Figura 2.38:

Por definicao de fung¢ao inversa, temos:
1) f(g(x)) =2, Vaze (0, +o0)ouae?®=x Ve (0, +c0).
2) g(f(z)) =2, VzxeR oulog,(a*)=2 VzeR

Em resumo: aY =z  se, e somente se y = log, .

Por exemplo, 3* = 81 se, e somente se 4 = log,(81)

Propriedade 2.4. Funcgao logaritmica de base a.

L1) Se 0 < a < 1, a fungao g(z) = log, x ¢ decrescente em R™.

L2) Se a > 1, a fungdo g(z) = log, x é crescente em RT.
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L3) Se A, B e N sao ntimeros reais positivos, entao:

a) log,(Ax B)=1log, A+log,B b) log, (%) = log, A — log, B

B
c) log,.(AP) = [?} log, A d) log,(A")=r-log, A reR
log. A )
e) logg A= oz, B (Formula de mudanca de base)

L4) O gréfico de toda a fungao logaritmica passa por P(1, 0).

L5) Se 0 < a < 1, entdo: tende para +0o quando x tende para zero (pela direita), e

tende para —oo quando = tende para +oo.

L6) Se a > 1, entdo : log, = tende para —oo quando x tende para zero (pela direita), e

log, x tende para +o0 quando x tende para +oo.

Demonstragao. L3-(e)

Suponha z = logz A, entao B* = A. Considerando logaritmo na base ¢ temos:
log,. B* = log, A da Propriedade (L3-d) temos z - log, B = log, A.
log,. A log, A
Logo z = %:B isto ¢ logg A = ISEZB'
Aplicagoes

Exemplo 2.86.

Uma rampa para manobras de “skate” de altura 4 m € representada pelo esquema da
Figura (2.39). Se a parte curva pudesse ser associada a uma fun¢ao exponencial, como
seria esta funcao?

Solugao.

2m . B
\'"\.
-

1m "_,J

E . i y
0,3 “‘-hz/ '."_"
025 —

0 1m 2m 3Im 4m 3:

Figura 2.39:



Calculo Diferencial em R 137

Observe, podemos obter a seguinte tabela de valores:

T Om 1m 2m 3m 4m

f(z) dm 2m Im | 0,5m /| 0,25m

1 z—2
Portanto f(z) = (5) , ¢ uma fungao exponencial.

Exemplo 2.87.

3—95
Determine o dominio de defini¢ao da funcao f(x) = log s [ n ;}
x

Solugao.
— —5(x —3
Da definicao da fungao logaritmo temos 5o > () isto é M > 0. Onde o
x+7 (x+7)
dominio D(f) = (-7, g) O

Exemplo 2.88.

Se a e b sdo solugoes inteiras do sistema: 2° = 2'97Y ¢ log,x + log,y = 4, entdo
20 4+ 2% ¢ igual a:
Solugao.

Como a e b sdo solucoes do sistema entdao 2¢-2°719 =1 e log,a +log,b = 4
de onde 2970 = 210 ¢ log,(ab) =4 = a+b=10 e ab=2'=16; isto cumpre se
a=8 e b=2

Portanto 2¢ + 2° = 28 + 22 = 260.

Exemplo 2.89.

Um juiz determinou o pagamento de uma indeniza¢ao até certa data. Determinou
também que, caso o pagamento nao fosse feito, seria cobrada uma multa de R$3,00 que
dobraria a cada més de atraso. Em quantos méses de atraso essa multa seria superior a
600.000, 00 reais?

Solugao.

A multa determinada pelo juiz pode parecer pequena, se o atraso no pagamento for de
poucos dias. Mas ela cresce com uma rapidez muito grande. Chamando de x o ntmero
de dias de atraso no pagamento, o valor da divida sera 3” . Veja:

1 més deatraso = 2=1 = multa=23"=3

2més de atraso = =2 = multa=232=9

3 més de atraso = 2 =3 = multa=3%= 27, e assim por diante.

Como vemos, as multas crescem em progressao geométrica.
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Devemos calcular em que més essa multa atinge 600.000, 00 reais, ou seja, devemos
resolver a equacao: 3* = 600.000, 00.

Aplicando logaritmos,
log 3° = 1og 600.000 = log(6 x 10°) = log 6 + 5 - log 10

como log 10 = 1, log 6 = log(2 - 3) = log2 + log 3

log2+5 5,301
log3d =log2+1logd3+5 = —-1l=— = =— =11,11

x log og2+logo+ T log 3 T 0,478 ,

Portanto, concluimos, no 11° mes de atraso a multa tera passado de 600.000, 00 reais

reais.

Exemplo 2.90.

Em uma determinada cidade a taxa de crescimento populacional e de 4% ao ano,
aproximadamente. Em quantos anos a populacao desta cidade ird duplicar, se a taza de
crescimento continuar a mesma?

Solugao.

Seja Py a populagao do ano-base. Apo6s um ano serda FPy(1,04) = P;. A populagao
apos dois anos sera Py(1,04)? = P,, e assim por diante.
A populagao apds n anos sera Py(1,04)" = P,

Vamos supor que a populacao duplica em relagao ao ano-base apos n anos, temos:

P, =2F = P0(1,04)n:2p() = nlog1,04:log2 =

~log1,04 0,01703
~ log2  0,30103

= ~ 00,0566

Assim, temos que a populagao duplica em aproximadamente Py(1,04)%%%6 anos.
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Exercicios 2-6

"- \"
1. Nos seguintes exercicios resolva para x.

1
1. log;,10000 = x 2. log,;0,01 =2 3. log, [—] =z

256
4. log,81=3 5. e =13 6. 2* —8x =log,(256)""
7. logyx = -5 8. Lnz = -2 9. loggsx +loggs(x+2) =1

2. Tragar o grafico para as seguintes fungoes:

5 x
1. y=—(6)" 2. y=4" 3. y= [Z_l]
4. y=(V3)" 5 y=n 6. y=-—(27°
7. log, * 8. logs(z —1) 9. log,e”

3. Determine se as seguintes funcoes dadas sao inversas uma da outra esbocando seus
graficos no mesmo sistema de eixos. Calcular seu dominio e imagem para cada uma

das fungoes:

1. f(z)=2¢" g(z)=Lnyx 2. flr)=¢e"+1 g(z)=1Ln(xz—1)
3. flx)=e*" gx)=1-Ln2r 4. f(z)=¢€" g(z)=Lnz?

4. Resolver as seguintes equacoes:

1. == log% 36 2. x =log,ys cos30° 3. x=logy 5v2
1
4. logysx =3 5. = =log,.(V25)* =6 6. 27 = >
4 1 1
7. 2" =1ogl10v/10 8. log, 10vV10 = 3 9. glogio=3

5. Mostre que as seguintes fun¢oes dadas sao inversas uma da outra esbogando seus
graficos no mesmo sistema de eixos. Calcular seu dominio e imagem para cada uma

das fungoes.

1. f(r)=¢" glx)=Lnyr 2. f(x)=¢"—1 g(z)=1Ln(z+1)
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10.

11.

12.
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3. flx)=¢""1 g(x)=1+Lnz 4. f(z)=e5 g(z)=Lna?
1—2z et/2 — o=/2
. Se f(x) =Ln L - x} mostre que  f1(z) = — [m].

Uma funcao y = f(z) esta dada pela equagao y* — 1+ log,(z — 1) = 0. Determine

o dominio de defini¢ao da fungao, e defina a funcao inversa f~!(x).

Se f(x) = 4% e m1, x9 e xz sdo trés nameros em progressao aritmética entao
demonstrar que f(x1), f(x2) e f(x3) estdo em progressao geométrica. Qual é a
razao 7

Suponha que a t horas da madrugada a temperatura de uma cidade seja, C(t) =
2

t
- + 4t 4 8 graus centigrados. a) Que temperatura tinha as 14 horas 7 b) Em que

tanto aumentou ou diminuiu a temperatura, entre 6 e 7 horas?

Suponha que o custo total para fabricar ¢ unidades de um certo produto seja dada
pela fungao C(q) = ¢* — 30¢* + 400q + 500.

1. Calcular o custo de fabricacao de 20 unidades.

2. Calcular o custo de fabricagao da 20® unidade.

A folha de pagamento (F.P.) diaria de uma equipe de trabalho é diretamente pro-

porcional ao nimero de trabalhadores (T"), e uma equipe de 12 trabalhadores tem

uma folha de pagamento de R$540.

1. Expresse o valor total da folha de pagamento diaria como funcao do ntmero de
trabalhadores.

2. Qual a folha de pagamento de uma equipe de 15 trabalhadores.

Numa cidade de 70.000 habitantes a taxa de crescimento de uma epidemia é con-

juntamente proporcional ao niimero de pessoas infectadas e ao niimero de pessoas

nao infectadas.,

1. Se a epidemia esta crescendo a razao de 20 pessoas por dia quando 100 pessoas
estao infectadas, expresse a taxa de crescimento da epidemia em funcao de

nimero de pessoas infectadas.

2. Quao rapido esté se espalhando a epidemia quando 400 pessoas estao infectadas?
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2.7.3 Funcgoes trigonométricas

Em matematica, as fungoes trigonométricas sao fungoes angulares, importantes no
estudo dos triangulos e na modelagao de fenomenos periédicos. Podem ser definidas
como razoes entre dois lados de um triangulo retangulo em funcao de um angulo, ou,
de forma mais geral, como razoes de coordenadas de pontos no circulo unitario. Na
analise matematica, estas funcoes recebem definicoes ainda mais gerais, na forma de
séries infinitas ou como solugdes para certas equacoes diferenciais. Neste tultimo caso,
as fungoes trigonométricas estao definidas nao s6 para angulos reais, como também para
angulos complexos.

No plano-zy (Figura (2.40)) consideremos a cir-
cunferéncia unitaria de centro a origem de coorde- v
nadas, ela tem por equacao x? + 3% = 1.

Seja A(1, 0) o ponto da circunferéncia fixado na -

origem dos arcos orientados AT sobre a circunfe-

réncia. Esta orientagao é a usual: no sentido anti-
horario, ¢ positiva e no sentido horario, ¢ negativa.

Estabelecemos uma correspondéncia entre os B

numeros reais e os pontos da circunferéncia do o
modo seguinte:

Ao numero real t corresponde o ponto 1" da cir- Figura 2.40:
cunferéncia, de modo que o arco orientado AT mede
| t | radianos. O arco tem orientagao positiva se ¢ é positivo; e orientagao negativa se t é
negativo.

Se T'(x, y) ¢ o ponto que corresponde a seu nimero real ¢, a abscissa x chama-se de:
cosseno de t e se denota (cost) e a ordenada y denomina-se seno de t e denota-se sent e
o ponto T escreve-se © = cost, y = sent ou T'(cosx, sent).

Por exemplo, considerando o comprimento da circunferéncia 2w, (logo, seu raio é 1),
a0 namero g corresponde o ponto B(0, 1); logo cosg =0ce seng =1.

De modo analogo, aos niimeros 7 e 37 corresponde o ponto A'(—1, 0), entao cosm =
cos3m = —1 e senm = sendw = 0.

Desta correspondéncia podemos deduzir as propriedades, tais como:

Propriedade 2.5.

1) Como T'(cost, sent) ¢ um ponto da circunferéncia, e temos a relagdo fundamental:

cos®t + sen’t = 1.

2) Considerando que 7" varia sobre a circunferéncia, sua abscissa e sua ordenada varia
entre —1 e listoé —1 <cost<1le—1<sent <1.
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3) Periodicidade do seno e cosseno: Se ao nimero real ¢ corresponde o ponto 7' da
circunferéncia e considerando 2k para k € Z, representa o ntimero de k voltas ao
redor da circunferéncia, ao ntimero real t 4+ 2km corresponde o mesmo ponto 7', logo
sent = sen(t + 2km) e cost = cos(t + 2km).

O menor namero real p > 0 para o qual sent = sen(t + p) e cost = cos(t + p),

denominamos periodo do seno e cosseno.

4) Aos ntmeros reais t e —t corresponde os pontos T" e T” respectivamente, sao simétricos
respeito do eixo-x e estes pontos tem a mesma abscissa porém suas ordenadas so

diferem no sinal; isto é cos(—t) = cost e sen(—t) = —sent.

5) As propriedades (identidades) que estamos deduzindo apresentaremos ao leitor por

sua utilidade.
1. sen.a —sen.b = 2cos {a _2|— b] sen {a _ b}

2

2.  sen(a =+ b) = senacosb =+ senbcosa

3. cosa + cosb = 2cos [a—;—b} cos [a;b]

4. cos(a+b) = cosacosb F senbcosa

5. cosa — cosb= —2sen {a ;_ b} sen [a ; b]

b —b
6. sena + senb = 2sen {a;— } CcoS {a 5 ]

1
7. sena-cosb= é[sen(a +b) + sen(a — b)]

1 —cos2a
2

8. sen’a =
1
9. sena-senb = E[COS(G —b) — cos(a +b)]

1 + cos2a

10. cos’a =
2
1

11.  cosa-cosb= E[cos(a +b) + cos(a — b)]

Do fato que, a cada ntmero real x, podemos relacionar com o seno e cosseno, isto é

existem senz e cosx para x € R define-se:

senx T
o tanx = se, cosx#0 istoé x#Q2k+1)= keZ
CoS T 2
cos
° cotx = se, senr#*(0 istoé x#kr keZ




Calculo Diferencial em R 143

se, cosx # 0 isto é 3:7é(2k‘+1)g kel

o secx =
Cos
1 o
° cscxr = se, senx#(0 istoé z#km keZ
senz

Para os valores de x, para os quais existam tanx, cotx, secx e cscx verificam-se as

seguintes propriedades:
1. sec’z —tan’z =1 2. csc’x—cot’zr=1

3. |seczx|>1 4. Jescx|>1

2.7.3.1 Funcao seno

A funcédo seno f: R — R é definida por: f(z) = senz, isto é associa a cada namero
real x o nmero y = senx.

Algumas caracteristicas da fun¢ao seno:
a) D(f) =R Im(f) = [-1, 1]
b) A fungao seno é periodica, seu periodo é 27.

c) sen(—x) = —senx . isto é, a fungado seno é impar e seu grafico é simétrico respeito da

origem e mostra-se na Figura (2.41).

d) f(x) = senx é positiva no 1° e 2° quadrantes (ordenada positiva). f(z) = senz é

negativa no 3° e 4° quadrantes (ordenada negativa).

4 A

VR
8

Figura 2.41: Seno Figura 2.42: Cosseno.

2.7.3.2 Funcgao cosseno

A fungao cosseno f: R — R ¢ definida por: f(z) = cosx

Algumas caracteristicas da funcao cosseno:
a) D(f) =R Im(f) = [-1, 1]

b) cos(—z) = cosz, isto é, a func¢do cosseno é par e seu grafico é simétrico respeito ao

eixo-y e mostra-se na Figura (2.42).
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c) A fungao cosseno ¢é periddica, seu periodo é 27.

d) f(x) = cosx é positiva no 1° e 4° quadrante (abscissa positiva). f(z) = cosx é

negativa no 2° e 3° quadrante (abscissa negativa).

Algumas caracteristicas da fungao seno e cosseno:

T
Desde que sen(§ + ) = cosx, o grafico de y = senz transforma-se no grafico de

y = cosx se a origem se desloca ao ponto (g, 0).

Fungdo | Valor 0 (zero) em: | Valor 1 (um) em: Valor —1 em:
3
senw T T + 2km Sl + 2k
2 2
T 4ok 2
CoS T §+ T ™ (2/{:—}—1)#

2.7.3.3 Fungao tangente

A fungao real f: R — R chamada "funcao tangente"é definida por:

senx

f(z) =tanzx =
cos

As caracteristicas importantes da fungao tan-

gente sao as seguintes: y

a) D(f):IR{—{ngknr, keZ}, Im(f)=R

.

b) A fungao tangente é periodica, seu periodo é %
i
|

c) tan(—x) = —tanx isto é, a fungao tangente é
impar e seu grafico é simétrico respeito da

_ . Figura 2.43: Tangente.
origem como se mostra na Figura (2.43).

d) f(x) =tanz é positiva no 1° e 3° quadran-
tes (produto da ordenada pela abscissa positiva). f(x) = tanx é negativa no 2° e

4° quadrantes (produto da ordenada pela abscissa negativa).

Exemplo 2.91.
Dadas as fungoes f(x) = senx e g(x) = /1 — 922, determine fog e go f e seus
respectivos dominios de defini¢cao.

Solugao.
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1° Temos (fog)(x) = f(g(z)) = seng(z) = senyv/1 — 9z2. Do fato ser todo o conjunto de
nimeros reais o dominio da fungao seno, temos D(fog)={z€R/.1—-92>>0};

isto é

<z <

} e (fog)(x)=senv1—9z?

Wl =
W=

D(fog)={zeR/. -

2° Temos (g o f)(z) = g(f(z)) = /1 —9[f(2)]> = V1 — 9sen?z, logo temos 1 — 9z* >

—_

0 = —3 <senr < 3 assim temos que

D(gof)={xz€eR/. —égsenxgé} e (gof)(x)=+v1—09sen?x

Exemplo 2.92.
Dadas as fungoes f(x) = tanz e g(x) = /1 — a2 determine fog e go f e seus
respectivos dominios de definicao.

Solugao.

Sabemos que o dominio D(f) =R —{ g +kr, keZ}eD(g) =[-1,1]

1° Temos (fog)(x) = f(g(z)) = tang(x) = tan /1 — 22. Logo (f o g)(x) = tan /1 — 2?;

para o calculo do dominio:

D(fog):{xED(g)/.\/l—:ﬁ#g—l—kﬂ, keZ};istoe D(fog)=[-1, 1]

2° Temos que (g o f)(z) = g(f(z)) = \/1 — [f(2)]2 = V1 —tan?x, entdo (go f)(x) =
V1—tan’z;logol —22>0 = —1<tanz <1.

Assim temos que: D(go f) ={x€D(g)/. -1 <tanz <1} = | [lmr—%, k7r+%]
keZ

2.7.3.4 Fungao cotangente

A “funcao cotangente” é definida por: [ :
cos

R — R tal que:  f(z) = cotx =
senx
Algumas caracteristicas da funcdao cotan-

gente:
a) D(f)=R—{km, keZ}; Im(f)=R

b) cot(—z) = —cotx, isto é, a fungao cotan-

gente é impar e seu grafico é simétrico res-

peito da origem como se mostra na Figura (2.44).
Figura 2.44: Cotangente
c) A cotangente é fungao periodica, seu periodo

é .
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2.7.3.5 Fungao secante

E a funcdo f: R — R definida por: f(x) = secx =
cscw
Algumas caracteristicas da funcao secante:

a) D(f) =R — { g Ykr, keZ): Im(f) = (—oo, —1]U[L, +00).
b) A fungao secante é periodica, seu periodo é 2.

c) sec(—z) = secx isto é, a fungao secante é par e seu grafico é simétrico respeito ao

eixo-y como se mostra na Figura (2.45).

IV

: 0 ;E % . sl 0 x e
Figura 2.45: Secante Figura 2.46: Cossecante
2.7.3.6 Fungao cossecante
E a funcdo f: R — R definida por: f(x) = cscx = .
sec T

Algumas caracteristicas da fungao cossecante:
a) D(f)=R—{n+kr, ke€Z}; Im(f)=(—o0, —1JU][L, +00).
b) A fungao cossecante é periddica, seu periodo é 27.

c) csc(—z) = —cscx. isto é, a fungao cossecante é impar e seu grafico é simétrico respeito

a0 eixo-y como se mostra na Figura (2.46).

Exemplo 2.93.

Determine a drea do paralelogramo da base a, lado b, altura h e dngulo da base «.

Solugao.

Considere o paralelogramo da Figura (2.47).

Da definigao da funcao seno temos sena = —, onde h é a altura do paralelogramo;
logo, como a area é: A = (base)(altura).
Logo, A= (a)(h) = A= (a)(b-sena).

Portanto a area do trapézio é A = ab - sena. O
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b P

h Escada 20m N g

Q L fl

a 60° e
Figura 2.47: Figura 2.48:

Exemplo 2.94.
Uma escada estda encostada em uma parede formando um dngulo de 60° com o chao.
Se a escada tem 20 metros de comprimento, que altura da parede ela atinge?

Solugao.

A partir do desenho da Figura (2.48), temos que sen60’ = 2£O; assim, como o sen60°’

3
¢é conhecido temos: \/7_ = 296_0 = 2:=20V3 = z=10V/3 = 2=17,32m.
Portanto, a escada atinge 17,32 m de altura da parede. Il

Exemplo 2.95.

Determine duas funcgoes f e g tais que h(z) = sendx + 5sen4x + 2 onde h = gof.
Solugao.

h(z) = sen*dxr + 5sen?4x + 2 = [sendz|* + 5[sendx]? + 2.

Considere f(x) =sendxr e g(x) = 2* + 522 + 2.

Outras relagoes trigonométricas

Em trigonometria, a lei dos senos ¢ uma relacao matemaética de proporcao sobre a
medida de triangulos arbitrarios em um plano.
Lei dos senos: Em um tridangulo ABC qualquer, inscrito em uma circunferéncia de

raio r, de lados BC, AC' e AB (Figura (2.49)) que medem respectivamente a, b e c e

com angulos internos, e vale a seguinte relagao:

b
a —C:2r

sendA  senB  senC

Lei dos cossenos: Em um tridngulo ABC qualquer, de lados opostos aos angulos
internos e com medidas respectivamente a, b e ¢, como indica a Figura (2.49), valem as

relacoes:

a?=b+c* — 2bccosg, bV =a*+ 2 — 2accos§, 2 =a+ b — 2abcosC
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Lei das tangentes: Em trigonometria, a lei
das tangentes estabelece a relagao entre as tan-
gentes de dois angulos de um triangulo e os com-

primentos de seus lados opostos.Tal proposicao

foi descoberta por volta de 1580, pelo matema-

tico Francois Viéte.

Figura 2.49:
Sejam a, b e ¢ os comprimentos dos trés lados st
do triangulo e «, § e 6, os respectivos angulos
opostos a estes trés lados. A lei das tangentes estabelece que
a—b tang(a—p) tan%(ﬁ—é)
a+b tan%(oz—i—ﬁ) tan%(/AH—LA?)

2.7.4 Funcgoes trigonométricas inversas

Destacamos que as fungoes trigonométricas sao perioédicas, portanto nao sao injetivas;
nao obstante, restringindo convenientemente o dominio de cada uma delas, podemos obter
que sejam injetivas. Nessa restri¢ao, a func¢ao trigonométrica admite funcao inversa. Estas

restricoes sao chamadas de “restricao principal”.

2.7.4.1 Funcgao arcsen

. .~ ~ . ™ T ., ,
Considerando a restricao da fungao seno ao intervalo [—5, 5] teriamos que ela é

bijetiva, entretanto, em geral ela ndao o é em todo seu dominio. Assim,
T T
sen: [——, =] — [-1, 1]
2 2
¢ bijetiva. Portanto, admite fungao inversa (Figura (2.50)) que ¢ a fungao :

arcsen : [—1, 1] — [—g, g]

de modo que: x = arcseny <& Yy = senx

2.7.4.2 Fungao arccos

Em geral a fungao cosseno nao é bijetiva em todo seu dominio.
Se consideramos a restri¢ao da fungao cosseno ao intervalo [0, 7]; entao teriamos que
ela é bijetiva.

Assim, cos : [0, 7] — [—1, 1] ¢ fungao bijetiva.
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A 4

) )
s T
2
Yy = arccosx
Yy = arcsenx
s
—1 0 1 x 2 \
. -
-3 —1 0 1 x
Figura 2.50: Arco seno. Figura 2.51: Arco cosseno.

Portanto, admite funcao inversa (Figura (2.51)) que é a fungao :
arccos : [—1, 1] — [0, 7]

de modo que:
T =arccosy = Y =COSXT

2.7.4.3 Fungao arctan

Chama-se restricao principal da tangente a fungao; tan : [—g, g] — R é bijetiva;

logo ela admite funcao inversa (Figura (2.52)) é a fungao:
Tom
tan iR — [~ =
arctan [ 5 2]

de modo que x = arctany <& y=tanx.

B

x
Figura 2.52: Arco tangente Figura 2.53: Arco cotangente

™
y = arctanx
y = arccotx
s
2
0

2.7.4.4 Fungao arcctg

Chama-se restri¢ao principal da cotangente a funcao;
cot : [0, 7] — R.
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ela ¢é bijetiva; logo ela admite como fun¢ao inversa (Figura (2.53)) a fungao:
arccot : R — [0, 7]

de modo que x = arccoty < y = cot x.

2.7.4.5 Fungao arcsec
Chama-se restri¢ao principal da secante & funcao:
s ™
sec : [0, 5) U (§,W] — (=00, —1]U[1, 4+00)

esta funcao é bijetiva; logo ela admite fungao inversa.

Sua fungao inversa é:

arcsec : (—oo, —1] U [1, +00) — [0, g) U (g’ 7]
de modo que x = arcsecy < y = secx (Figura (2.54))
¥ y

;

—_"/ y=arcsec X Y=arccsc x

-1 0 1 = -4

Figura 2.54: Arco secante Figura 2.55: Arco cossecante.

2.7.4.6 Fungao arccsc

Chama-se restri¢ao principal da cossecante a fungao;

csc : [—g, 0) U (0, g] — (=00, —1] UL, +00)

ela ¢ bijetiva; e admite funcao inversa (Figura (2.55)) é a fungao:

arcesc : (—oo, —1JU[1, +00) — [—g, 0) U (0, g]

de modo que: x = arccscy = Yy =cscz.

Exemplo 2.96.
Mostre que cos(arcsenx) = /1 — z2.

Solugao.
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Sabemos que a fun¢do senz e arcsenz uma ¢ fungao inversa da outra; logo sen(arcsenz) =

Por outro lado, da identidade trigonométrica sen?z + cos? x = 1 segue por questao de
notacao que [senx]?+[cos z]? = 1, logo sendo o dominio da fungao seno e cosseno quaisquer

ntimero real vem, que [sen(arcsenz)]? + [cos .(arcsenz)]? = 1 isto ¢ z° + [cos(arcsenz)]? = 1

entao cos(arcsenx) = /1 — z2.

2.7.5 Funcgoes hiperboélicas

Considerando diferentes tridngulos retangulos como na Figura (2.56) e calculando a
relacao entre seus lados, obteremos que estas relagoes sao independentes do comprimento

de seus lados. Assim, sabemos que:

; BC
senqy = —, cosax = —, tana=——
ocC ocC OB
E, suas correspondentes relagoes inversas sao:
; OB
csca = ——, secax=——, cota=——
BC OB BC
respectivamente.
~_ [
\\E i
D'y i
\
i air 1 X
0 ’ g | * ° o
Figura 2.56: Figura 2.57:

A érea do circulo de centro 0 e raio OA = r é igual a 2772, logo a area de um setor
circular de angulo 2 é ar?. Considerando r = 1, a area do setor circular de angulo 2« é
.

Chamamos z a area do setor circular de angulo 2, entdo  senxz = BC, cosz = OB e
tanz = BC'/OB; resulta que a equagao da circunferéncia de raio um e centro a origem de
coordenadas é 2% 4 y? = 1, e a equacao de uma hipérbole equilatera de raio um e centro
a origem de coordenadas ¢ 2% — y? = 1.

Podemos definir na Figura (2.57), as seguintes relagoes:
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e Seno hiperbolico: senha = g_i
e Cosseno hiperbolico: cosha = (O)—i
e Tangente hiperboélico: tanh a = g—g
e Cotangente hiperboélico: cotha = g—g
e Secante hiperbdlico: secha = 8_2
e Cossecante hiperbolico:  cscha = g—é

Observe que as relagoes coth o, secha e cscha sao inversas das relagoes tanh a, cosh «v
e senha respectivamente.

Do mesmo modo, para o caso das fungoes trigonométricas habituais, a area sombreada
da hipérbole que corresponde a um angulo 2«, considerando OA =1, é «.

Seja x a area do setor circular de angulo 2a, entao:  senhx = BC, coshx = OB e
tanhz = AD.

Em algumas ocasioes as combinacoes de e” e e

aparecem com frequéncia; em tais
ocasioes acostuma-se a escrever o modelo matematico correspondente utilizando as fungoes

f R — R chamadas hiperbolicas, e definidas a seguir:

T —T

e Seno hiperbdlico:  f(z) = senhz = % VreR
: s e’ +e”
e Cosseno hiperbolico:  f(z) = coshz = —5 Ve eR
) ) e’ —e ™  senhw
e Tangente hiperbolico: f(x) = tanhz = = VeeR

et et cosh z

X —T h
e’ +e __coshx V:UER—{O}.

Cotangente hiperbolico:  f(x) = cothx = =
e —e ®  senhx

2
Secante hiperbolico:  f(x) = sechz = pr— VreR
et +e "

2
Cossecante hiperbdlico:  f(z) = cschr = ———— VzeR—-{0}
61’ _ e—l‘
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Exercicios 2-7

1. Verifique se a funcao a seguir é par o impar justificando sua resposta.

1. f(o)=—-2*+=z 2. f(x)=z-senz 3. f(x)=sen3z-cosx
4. f(r)=5xr —senz®> 5. h(z)= %’ 6. f(z)==x-e"
7. f(x) = # 8. g(x)=5 9. f(z)=a"+cos’z

2. Determine duas fungoes f e ¢ tais que h = gof nos seguintes casos:

1. h(z) = (2*+3)° 2. h(x)=3(z+|z|) 3. h(z) = 2%

4. h(z) = (%) 5. h(z) =cos’bz + Tcos® 50 6. h(z) = (z° —8)*

7 h(x):(ixj 45) 8. h(z) = (cosdz)? — A(cosdz) 9. h(x) = 202

3. Se f : A — Im(f) é monotonica estrita, entao f~' : Im(f) — A ¢ monotonica

estrita do mesmo tipo?

4. Prove que tanz é estritamente crescente em [—g, g} Y
/
5. Dado o grafico da funga Fi 2.58
grafico da func¢ao f(x) (Figura ) e os / .
valores a e b da varidvel independente z. Deter- b a b
mine f(a) e f (b) no desenho. Qual é a interpre-
tagao geométrica da relagao: Figura 2.58
f(b) — f(a)
b—a
- ™ T .
6. Prove que a funcao sen : [_57 5] — R é estritamente crescente.

2 1
7. Seja f(x) = 20 + 25+~ + 5z, Mostre que f(x) = /().
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Determine o dominio de defini¢ao das fungoes que se indicam:

1-2
1. y=1-Lnz 2. y=Ln(sen(2x —1)) 3. y = arccos ( 1 x)

4. y=Lnve—4 5. y=arcsen(z —2) 6. y=Ln(Ln(z—1))
~ , : z 1 11
. A funcéo g(x) é definida por: g(x) = 5735 quando r < 3 © g(z) = 1+ x quando

11
x> 3 Achar todas as raizes reais da equagao [g()]* = 7z + 25.

Achar o maior valor possivel para n para o qual 2* > ™ para todas as = >
100, Vn e Z.

Determine se as seguintes desigualdades sao verdadeiras:

cosh? x 4+ senh®z = cosh 2z 2. cosh’z —senh’z = 1
cosh(z + y) = coshz. coshy 4 senhy.senhz 4. 1 — coth?z = csch®x

senh(z 4 y) = senhx. coshy + senhy.coshz 6. 1 — tan?2 = sech’x

qooow =

2senhz. cosh z = senh’x

Seja f(x) = senz — cosx. Mostre que f(1) > 0.

Determine o periodo das seguintes funcgoes:
1. y=2sen(3z+5) 2. y=>5cos2x
-1 2t+3
3. y= —cos * 4. y =sen +
2 67

Mostre que y = senhx e y = tanhx sao fungoes impares, e y = cosh x é funcao par.

Resolver graficamente a equagao:

1. z = 2senx 2. r=tanx 3. 4dsenx =4 —=x

Um navio, navegando em linha reta, passa sucessivamente pelos pontos A, B e
C. Quando o navio estd em A, o comandante observa o farol em F', e calcula o
angulo FAC = 30°. Apos navegar 4 milhas até B, verifica-se o angulo FBC = 75°.

Quantas milhas separa o farol do ponto B?
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17. Uma torre tem 20 metros de altura. Se puxarmos

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

C
g % 20
um cabo do topo ao chao (como mostra a Figura 45°
2.59), qual serd o comprimento aproximado (z) do A B
cabo? Figura 2.59

Pedro e Marcos que estao distantes 2,7 km um do outro, observam um helicéptero
quieto no ar, Pedro vé o helicoptero segundo um angulo de 45° e Marcos, ao mesmo
tempo, vé o helicoptero segundo um angulo de 60°. Aproximadamente a que altura

estava o helicoptero?

Um aviao levanta voo e sobe fazendo um angulo de 15° com a horizontal. A que
altura estava e qual é a distancia percorrida quando passa pela vertical por uma

igreja situada a 2 km do ponto de partida?

Q@
Verificar que, se 0 < a < 7, entao cot 5 > 1+ cota

T
Seja a € (—5, 5) Determine o conjunto de todos os valores de « tais que todas as
solucoes da equacao % — V4822 +tana = 0 em z se encontrem em R.

Se os arcos positivos aq, ag, ag e a4 se encontram entre 0 e 7w, mostre que

a1 + Qo
1. senay +senas < 2-sen———

a1+ o+ a3+ ay

4

2. senqj + senas + senas + senay < 4 - sen
Verificar que

1.  tan20°-tan40° - tan 50° - tan 80° = 3.
2.  co0s20° — cos 80° = — cos 140°

Determine o méaximo namero de raizes da equagao E(z) = logx — senz = 0.

Uma arvore, partida pelo vento, mantém seu tronco perpendicular ao solo, formando
com ele um tridngulo retangulo. Se a parte quebrada faz um angulo de 60° com
o solo e se o topo da arvore estd agora distanciado 10 m de sua base, qual era

aproximadamente a altura original da arvore?

Num tridangulo AABC onde AB = 10cm, AC' = 12¢m e o angulo Ae 307, determine

a area desse triangulo.

Associando V' para as sentengas verdadeiras e F' para as falsas, assinale a alternativa

que contém a sequéncia correta.
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28.

29.

30.

31.
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i) A funcdo y = cscx - secx é negativa no 2° e no 4° quadrante.
5 3T 10

ii) Se senx = I quando - < x < 2w, entao cosx = IEh

iii) O dominio da fun¢ao y =cotz é {z € R /z < kr }.

iv) A funcéo y = tanx é periddica, com periodo P = 7 rad.

Achar o intervalo de variacao de x para que seja vélida a identidade:

T
1. arcsenx + arccosx = 5 2. arccosvV1 — 2?2 = arcsenx
T
3. arcseny/z + arccos/x = 5 4. arccosV1 — x?2 = —arcsenr
1—a? 1—a?
5. arccos = 2arccotx 6. arccos = —2arctanx
14 22 14 22
1+
7. arctanz + arctan 1l = arctan 1 8. arctanx = arccot— — 7
—x T
1+

—_

8

9. arctanx + arctan 1 = arctan [ } + 7 10. arctanx = arccot—
T

Mostre que as seguintes formulas sao verdadeiras:

cos 2 - sen (%)

1. cosz +cos2x + cos3x =

sen(3)

2 2 2 2 3
2. cosw- cos(?7T + ) + cos(?7T + ) - cos(?7T — )+ COS(?TF —z)cosx = -1

9
3. senx + sen2z + sen7x + sen8x = 4sen(7m) - cos 3w - cos(g)

tanzx + tan 7x COS 3% - oS BT

4. =
tan 3z + tan bz CoST - cosTx
5. T — arctan - + arct
g = arc an2 arc an3

Expressar a area de um trapézio isésceles de bases a e b como fungao do angulo 3

da base a. Construir o grafico para a =1e¢ b= 3.

Seja a uma constante real positiva. Resolver a equacao em R, sendo 0 < z < a.

Vavia+va? — 22 +V3a\/a — Va2 — 2% = 2/ 2z

Sugestao: Considerar a-senf =x



Calculo Diferencial em R 157

Miscelanea 2-1

]
= ’ 4
T ’
o \

9 — 2
1. Dada a funcao f(z) = 1 x2 para x>0, x#2:
—x
1. Mostre que f é injetiva 2. Determine f~!
3. Determine D(f™!) 4. Determine Im(f~1)

2. Resolver graficamente a equacao: 2% — 2x = 0.

3. Determine fungoes f tais que f(2?) — f(y?) +2x+ 1= f(z +vy) - f(x — y) quaisqer

que sejam os numeros reais =, y.

4. Dada a relagao: R(z) = 223 — 52* — 23z, determine todas as raizes da igualdade

R(z) = R(-2).

5. Determine todas as raizes da equagao f(z) = f(5) sabendo que a relagao f(x) =
z? — 12z + 3 ¢é definida no intervalo [—5, 5].

6. Seja f(n) a soma dos n primeiros elementos de uma progressao aritmética. Mostre
que;

fn+3)=3f(n+2)+3f(n+1)— f(n)=0
7. Esbogar o grafico dos pontos que cumprem cada uma das seguintes relacoes:

z,y) ER? [y <2r, y>27"}
r,y) ER? /.y <27 y+ax>0, 22+y*<4}

r,y) €eR?/y<3z, y+x<0, y<27°}

r,y) €R? /.y <logyex, 2*+y*<16, >0}

(z, y)
(z, y)
(z, y)
(,y) eR? /.y <logyw, 22+4?><9, x>0}
(z, y)
(z,y) eR? /.x <logyy, x*+1y*<9, y>0}
(z, y)

r,y) ER? [z <2y, y—x>0 2*+9y*<16}

8. Diga quais das fungoes sao periddicas. Nos casos afirmativos, determine quando
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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existem os periodos.

1. f(z)=x+ ][z 2. f(x)=1 se z€Z
m
> =
5. f(2) :{ (1]7 se, v€Q 4 fla)= senx, se, « &
, se, T€ER—-Q cosz, se, x<§
5. f(x) = cos% + cos% 6. f(t) = cos(10t) 4 cos[(10 + m)t]

Os lados de um triangulo medem 1 ¢m e 2 em respectivamente. Construir o gréfico

da area do triangulo como funcao do angulo x compreendido entre tais lados.

Demonstrar as seguintes identidades:

1. Ln|cscx —cotz |=—Ln|cscx +cotx |
2. Se f(x) = —Ln | cscx + cot z |, entdo e Vi@ —pp | X0
1+ cosx
, - e’ +e " e’ —e "
Sejam as fungoes, f(z) = — g(x) = — Demonstrar:

N Ry () B CE) S C XV R P

3. ge) vt =20 (50) £ (FFY) 4 U@P - P

5. [f(2) +g(@)]" = f(na) + g(na) neN

6. f(x) é funcado par e, g(x) é fungao impar.

7 O] =b@r 1 e [o5)] = @r -1
Mostre que:

V1—2? 2. sen(arccosz) = /1 — x?
V1422 4. csc(arccotr) = /1 + 22

1. cos(arcsenr)

3. sec(arctan )

a tana+m-—1 o
Da relacao tan — = +—, determine o valor de tan —.
2 tana+m+1 2

Se A e C representam respectivamente o maior e menor dos angulos de um triangulo
tais que seus lados formam uma progressao aritmética. Mostre que: 4(1—cos A)(1—
cos C') = cos A + cos C.

Demonstre que um triangulo cujos angulos verifica a relagao: 2cos BsenC' = senA

é isosceles.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Achar o dominio de definicao das seguintes funcoes:
1. y=/Ln(senxz) 2.  y = Ln(senx)

Verificar as seguintes formulas:

1. T = arctan 1 + arctan 1 + arctan — 2. 2arctan 1 = arctan Z—l
4 2 5) 8 2 3
3. T 2arctan1 + arctan1 + 2arctan1 4. T 5arctan1 +
4 5 8 4 7
2 arctan —

79

Mostre que o grafico da fungao f(x) = log,(x + va? + 1) é simétrico respeito a

origem de coordenadas. Determine sua funcao inversa.

Escrever em forma explicita uma fun¢ao y = f(z) dada em forma implicita mediante

cada uma das equagoes:

IZ y2

1. 2??+y*=1 2 E—i—b—Q:l 3. Ln(z)+Ln(y+1)=4

4. P4y =d> 5. 2P -2)=2"+7 6. (1+x)cosy—a®=0

Seja f(z) = a-cos(bx + ¢). Quais devem ser os valores das constantes a, b e ¢ para
obter a identidade f(z + 1) — f(z) = senz ?

Resolver a equacao:

1. 2senz = /1 —sen2x — /1 +sen2zx 2. 2cosz = /1 —sen2z — /1 + sen2x

3. 2senz = /1 + sen2x + /1 — sen2x

Num cone circular reto com raio na base R e altura H encontra-se inscrito um
cilindro modo que os planos e os centros das bases circulares do cone e cilindro
coincidem. Determine o raio do cilindro para que sua superficie total seja maxima,

sabe-se que H > 2R.

Apresentar o niimero x como soma de dois nimeros tais que a soma de seus qua-

drados seja a menor possivel.

Com um lapis cuja ponta tem 0,02mm de espessura, deseja-se tracar o grafico da
fungao f(x) = 2*. Até que distancia a esquerda do eixo vertical pode-se ir sem que

o grafico atinja o eixo horizontal?

Um arame de comprimento x deve-se dividir em duas partes. Uma delas estaréd

destinada para construir um quadrado, e a outra para um triangulo equilatero.
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Qual é o comprimento de cada parte para que a soma das areas das figuras obtidas

seja a menor possivel.

Um projeto de Lei para cobranga de impostos, sobre carros prevé que o proprietario
de um carro pagara R$100,00 mais 7% do valor estimado do carro. Outro projeto
propoe que o proprietario pague R$400,00 mais 2% do valor estimado do carro.
Considere apenas os aspectos financeiros; que tipo do cobranga seré mais favorével

ao proprietéario?

Um investidor aplicou uma quantia de dinheiro em agoes financeiras com resgate
ao término de 60 dias da aplicacao. Nos primeiros 30 dias da aplicagao soube que
perdeu 6% do total investido, e ao término dos 60 dias recuperou 6% de aquilo que
restou dos primeiros 30 dias da aplicagao. Ao término dos 60 dias retirou todo seu

dinheiro recebendo R$40.000,00. Qual foi a quantia inicial aplicada pelo investidor?

Observagoes feitas durante longo tempo mostram que, apéos periodo de mesma
duracgao, a populacao da terra fica multiplicada pelo mesmo fator. Sabendo que

essa populacao era de 2,68 bilhoes em 1956 e 3,78 bilhoes em 1972, pede-se:

1. O tempo necessario para que a populacao da terra dobre de valor.
2. A populagao estimada para o ano 2012.

3. Em que ano a populagao da terra era de 1 bilhao.

Para determinar a idade de uma rocha hoje a ciéncia foi capaz de desenvolver uma
técnica baseada na concentracao de material radioativo dentro dela. Para achar esta
concentragao radioativa mais nova na rocha usamos C(t) = k.37" como a formula,
onde C(t) representa a concentragao de material radioativo, ¢ o tempo medido em
centenas de anos e k a concentracao do elemento no momento em que a rocha foi
formada. Se k = 4,500 1. Quanto tempo deve ter passado para noés encontrar

uma concentragao de 15007 2. Qual seria o foco radioativo depois de dois séculos?



Capitulo 3

LIMITES

A. L. Cauchy

Augustin Louis Cauchy nasceu no 21 de agosto de 1789,
em Paris, Fran¢a. Faleceu em 23 de maio de 1857, em Sceaux
(prézimo de Paris).

Em 1802, entrou na Escola Central do Pantedao, onde passou
dois anos estudando idiomas. FEm 1804, ingressou na Escola
Politécnica e graduou-se em 1807, para logo ingressar na Escola
de Engenharia Ciil. Augustin foi bastante religioso (catolico) e
isso ocastonou-lhe muitos problemas de relacionamento.

O primeiro avango na matemdtica moderna por ele produzido
foi a introducdo do rigor na andlise matemdtica. O sequndo foi
no lado oposto - combinatorial. Partindo do ponto central do
método de Lagrange, na teoria das equagoes, Cauchy tornou-a
abstrata e comecou a sistemdtica criacao da teoria dos grupos.

Cauchy fez importantes contribuicoes a Andlise, Teoria de grupos, convergéncia e divergéncia
de Séries infinitas, Equagoes diferenciais, Determinantes, Teoria das probabilidades e a Fisica
Matemdtica, em 1811, mostrou que os dngulos de um poligono convexo sao determinados por

suas faces.

Sua abordagem da teoria das equagoes diferenciais foi inovadora, demonstrando a existéncia

de unicidade das solugoes, quando definidas as condicoes de contorno. Ezxerceu grande influéncia
sobre a fisica de entdo, ao ser o primeiro a formular as bases matemdticas das propriedades do

éter, o fluido hipotético que serviria como meio de propagacdo da luz.

Gragas a seu formalismo matemdtico, a andlise infinitesimal adquire solidas bases.

Teve serias diferencas pessoais, com Liouville, por causa de uma posi¢ao na Escola da Franga.

Cauchy produziu 789 artigos cientificos.

3.1 Vizinhanca de um ponto

Seja = € R, um conjunto A C R é uma vizinhanca de = se existe um intervalo aberto
(a, b) tal que = € (a, b) C A. Por exemplo, os conjuntos A = (-1, 2] ¢ B = (-1, 1)

sao vizinhancgas do ponto z = 0, pois A e B sao conjuntos que contém intervalos abertos
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contendo x = 0.
Para efeito de nosso estudo dos limites, qualquer intervalo aberto contendo um ponto

a como seu ponto médio sera uma vizinhanca de a, isto justifica a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1. Vizinhanga.
Seja a € R, chamamos de vizinhanca aberta ou bola aberta de centro a e raio § > 0,
e denotamos B(a, d), ao intervalo aberto (a—0d, a+9); isto é: B(a,d) = (a—0d, a+9).

Na Figura (3.1) observamos que o ponto a ¢ o ponto médio do intervalo (a — 9, a+9).

- 5 — 5 .

a—0 a CH:(?

Figura 3.1:

Exemplo 3.1.

Para o nimero a = 4, suas vizinhanca sao:
4-6,440), A—=,442), A—=,44+-2), - cetc
Propriedade 3.1.
i) B(a,d)={zeR/. |z—a|<d}
ii) A intersecao de duas vizinhangas de a, € uma vizinhanga de a.

A demonstragao é exercicio para o leitor.

3.2 Limite de uma funcao

Um dos conceitos bésicos e fundamentais do calculo é o conceito de limite. Este con-
ceito é tao importante para precisar outros, tais como continuidade, derivagao, integracao,

etc. No seguinte exemplo teremos uma ideia de limite de uma funcao.

Exemplo 3.2.

Considere duas fungoes reais f e g de grifico como mostra a Figura (3.2), assim

241 2
definidas: f(m):{g N zz ifQ e g(z)=3+x para x # 2.
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L

Figura 3.2:

Observe que f(2) = 0 entanto g(2) nao existe (nao esta definido). O comportamento
destas duas fungoes em uma vizinhanca de 2, excluindo o ponto x = 2 é exatamente o

mesmo e pode ser descrito assim:

“Para valores de x proximos ao ponto a = 2, com x # 2 os valores de f(x)

e g(z) aproximam-se ao nimero L =5’

- 0f 2—6 22496
N——

B(2, &)

Y

Figura 3.3: Figura 3.4:

Usando vizinhancas, esta descricao podemos expressar assim:

“Para toda vizinhanga B(5, €) podemos determinar um § > 0, tal que para
todox #2 e x € B(2, 0), entao f(x) € B(5, €)” (Figura (3.3)).

Quando isto ocorre dizemos que 5 ¢é o limite de f(z) quando x tende (aproxima-se)
para 2; a escrita em simbolos é: lin% S(x)=5.
T—r
Analogamente para a func¢ao g(z), temos lirr% .g(x) =5 (Figura (3.4)).
T—
Observe que o limite de g(x) no ponto 2 nao depende do valor de g(2), que neste caso

nao existe, somente depende dos valores de g quando x esta proximo do ponto 2.
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Definicao 3.2.

Seja f: R — R uma fungao e x = a um ponto que nao necessariamente pertenca
ao dominio D(f), porém toda vizinhan¢a de a contém pontos do dominio D(f);
diz-se que o limite de f(x) é L, quando x tende para a e escreve-se 3151331 Sfx)=1L

quando:

e Ve>0, 36>0/. Yoz eD(f),x#a e a—0 <z <a+d entdo
L—-e<f(r)<L+e.

Em termos de valor absoluto, esta definicao é equivalente a:

e Ve>0, 36>0/. VxeD(f), 0<|x—al|<dimplica | f(z)—L|<¢

No conceito de limite, aparece o seguinte problema:

Que tao perto do ponto v = a deve ser o valor de x para que f(x) diste do

valor de L, um nimero suficientemente pequeno e fizado?

Exemplo 3.3.
51
Seja f(x) = [x(s_l] , completando a sequinte tabela, estime o valor do limite lirri f(z)
T~ — xr—r

z 0,901 | 0,9001 | 0,90001 | 0,900001 | 1,01 | 1,001 | 1,0001 | 1,00001

Solugao.
x 0,901 0,9001 0,90001 0,900001
f(x) 0, 8735844779 0, 87393816822 0, 8739735220 0,8739770573
x 1,01 1,001 1,0001 1,00001
f(x) 0, 8291600330 0, 8329165975 0, 8332916660 0, 8333291667

Exemplo 3.4.
Se 1in§(4x +3) = 11. Que tao perto de 2 deve estar x para que | f(x) — 11 |< 0.017
Tr—r

Solucao.
Desejamos que: | f(z) — 11 |< 0.01 (note que € = 0.01), porém
0,01
| f(z) =11 |=| (4o +3)—11|=4|2z—-2|< 001 = |$—2|<T
De esta ultima desigualdade temos que | x — 2 |< 0,0025 o que significa que z esta a

uma distancia de 2 em menos de 0,0025 unidades.
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Exemplo 3.5.

202 — 4
Calcular o sequinte limite:  lim e
a—2 12 —br+6

Solugao.
22% — 4x _ 2x(x — 2) . 2z
————— =lim = lim

= = —4
233 22 — 52 1 6 =2 (x —2)(x —3) =22 —3

isto é possivel pelo fato z — 2 # 0.

. 202 — 4x
Portanto, lim ——— =
=2 12 — bx + 6

Observacao 3.1.

Para verificar o limite lim f(z) = L mediante a Definicao (3.2), inicialmente temos
que escrever |f(x) — L| = |z - al - |g(x)|, logo devemos escolher um valor inicial § = &;
para limitar |g(z)| de tal modo que 0 < |z — a| < § implique |g(z)| < M com M € R.

Assim, 0 < |z —a| <6 = |f(z)—Ll=l|r—a|l |g(x)|<|r—a| - M <M =c.

O wvalor adequado para 6 = min .{1, %}

Exemplo 3.6.
Verificar mediante a defini¢ao que 1inq(3m2 +2x+4)=9.
T—r
Solugao.

A mostrar que é possivel achar um ¢ > 0 de modo que 0 <| x — 1 |< § implique

| (32 + 22 +4) — 9 |< & para qualquer nimero € > 0. Segue:
| (32° + 20 +4) -9 |=| 32> +22 -5 |=| 3z +5| - | —1|<d |3z +5| (3.1)

Suponha exista um ¢; > 0 de modo que | x — 1 |< d; tentaremos limitar | 3z +5 [; isto
¢ buscaremos um namero M > 0 tal que | 3z 4+ 5 |< M sempre que 0 <| z — 1 |< d;.
Com efeito, se | x — 1 |< dy, entdo —0; < x —1 < §logo 1 = <z < 1+
entdo 3(1 —6y) +5 < 3z +5 < 3(1 + d1) + b; por exemplo considere §; = 1 e teremos
0 < 3r+ 5 < 11 assim
|32 +5|< 11 (3.2)

De (3.1) e (3.2) temos que | 3z +5 |- |x—1|< 0|32+ 5 |< 11§ = € sempre que
€
d =min .{1, —}.
mm{,ll}

. ) €
Por tanto, para qualquer ntimero € > 0, e considerando § = min .{1, ﬁ} temos:

(32 + 22 +4) — 9| <& sempreque 0<|v—1/<d

Isto mostra que, o limite lirri(3x2 + 2z 4+ 5) = 9 & verdadeiro.
T—r
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Observacgao 3.2.

a) Ao considerar um &1 particular, estamos considerando a vizinhanga
B(a, 61) =(a—61, a+01) ou 0<|xr—al<d
geralmente o 01 € um valor pequeno, pode-se considerar |x — 1| < 63 = 1 porém este
valor pode resultar inadequado em alguns casos pelo que devemos considerar outro
numero ainda menor.
b) Considerar as sequintes propriedades de valor absoluto:
i) Se|x—a|<d entioa—6 <z <a-+d.
ii) Sea <u <bentio |u|<max.{|al,|b]|}.

Por exemplo, se —4 < 3z —9 < 2 entao |3z —9| < 4 pois | —4] =4 =
max.{|—4[, |2]}.

iii) Se a < u < b entio, u* < k* onde k =max.{|a|, | b|}

c) Se d > 0 cumpre a defini¢cao de limite, qualquer outro §; que cumpre a desigualdade

0 < 01 <9, também cumpre a definigao.

Exemplo 3.7.
2 _
Seja f(x) = ‘ 1 verificar mediante a defini¢cao que lirri.f(x) =8.
— z—
Solucao.

Para todo € > 0, deve-se mostrar que ¢ possivel achar um 6 > 0 tal que |f(z) — 8| < ¢

sempre que 0 < |z — 4| < . O fato 0 < |z — 4|, equivale a que x # 4.

x? — 16
z—4

x? —8xr + 16

()~ 8] = 0

’:|x—4|<5:€

Logo, Ve > 0, existe § = ¢ tal que |f(z) — 8| < e sempre que 0 < |z — 4| < 0.

Exemplo 3.8.
Vi—3-1
Calcular o limite  lim L

x—4 33—4

Solucgao.

. Ve —3-1 . (Vr-=3-1)(Vz—-3+1) , z—4
lim = lim = lim =

P a4 e @-49(e-3+1) e (@—4)(/z-3+1)

considerando que x esta se aproximando a 4, podemos simplificar para obter

1
e=d\/x —3+1
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\/x—3—1_

Portanto, lim 0,5.
r—4 x—4
Exemplo 3.9.
2
Dada a funcio f(z) = NS, demonstre que alzlg}; flz) = 5
Solugao.

:F@ﬂ@

9z +1)

’w—ﬁm+ﬁ> 1
0z + 1)(2+ vz) (Va+ D2+ 2)

Se|x—4|<d, entdo =0 <z —4 <y logod — 6 <z <4+ 6.

5 - -

3(Jz+1) 9

2 2 2
Para todo £ > 0, tem-se ‘f(x) — ' = ‘ '

2
<Zl4—z]-
S14-z)

Considerando 6; = 1 temos 3 < x < 5 entao,
V3+1l<vz+1<vVh+1 = (V3+1)<(Vz+1)

sabe-se que, para niimeros z proximos de 4 vale a desigualdade 2 < (2 + v/z), entao

1 1

2V3+1) < (Va+1)(2+Vz) = (VZ +1)(2+ V) : 2(V3+1)

Observe, em (3.3) segue que

2 2 1

|f(x)_§|§§|4_x|(\/§+1)(2—|—\/E)§
<g|4—x| 1 _ |z —4| _ ) .
=0 2VETD VAT D) VAl

sempre que |z —4|<d§ YV e>0.
Assim, considerando § = min.{1, ¢(v/3 + 1)}e | # — 4 |< §, demonstramos que

. 2
i f(x) =3

Observacgao 3.3.

i) Calcular um limite ¢ diferente de demonstrar o mesmo; para o cdlculo, utilizamos
propriedades de ntimeros reais, e de modo direto, tentamos chegar a um resultado;

na demonstra¢ao, utilizamos a defini¢ao, logo devemos trabalhar com ¢ e 4.

ii) Suponha que estamos estudando o limite de uma fun¢ao f(z) numa vizinhanga de
r = a e, x = b seja o ponto mais proximo de x = a, onde a fun¢do f(x) ndo esta

1
definida, entao temos que considerar 6; < §|a —b).
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Exemplo 3.10.

Va?+3 -8
Calcular os limites: i) lim LH\/E ii) lim [ :C }
rz—4 g_ -~ r—8 \/_ -2
T

Solugao. 1)

Observe, pelas propriedades do limite:

N R VA N RV I RA TR
o |- 2 5
8§ — — 8§ — —
x 4
3 2 3
Portanto, lim M = 10+
r—4 8 . 2 5
x

Solugao. ii)
Temos (x — 8) = [z — 2][(/1)* + 2(¥/x) + 22]; logo, pelas propriedades do limite:

o [ 28] o [V = AV +2(0) + 27) o ooy 02
iﬂ%[w_z}—iﬁg{ Ji—2 } lim[(Ve)” +2(Ve) + 27 = 12

Portanto, lim [ i } =12.
r—8

Jr—2
Exemplo 3.11.
Seja f: N — N definida por  f(n+1) = f(n)+3 e f(1) =2, determine Ji_)rglof(n).
Solugao.

Temos f(2) = f(1) +3, f(3) = f@)+3 = [(1) +23), f(4) = f(3)+3 =
f(1)+3(3), em geral f(n) = f(1)+3(n—1) = 3n—1, é¢ uma progressao aritmética. Logo

lim f(n) = lim 3n —1 =59
n—20

n—20
Portanto, TLan;gf(n) = 59.
Exemplo 3.12.
Seja f: N — N definida por  f(n+1)=2f(n) e f(1) =3, determine nh_)rgof(n)
Solugao.

Temos  f(2) = 2f(1), f(3) = 2f(2) = 22f(1), f(4) = 2£(3) = 2f(1), em geral

f(n) =2""1f(1), ¢ uma progressao geométrica. Logo

lim f(n) = lim 2" 'f(1) = lim 3 % 2" =3 x 2"
n—

n—20 n—20

Portanto,  lim f(n) =3 x 2.

n—20
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Exercicios 3-1

4
= = 4
T ’
¢ \

5

- 32
1. Estime o valor do limite lim = 1 completando a seguinte tabela:

=2 1% — 6
T 1,999 | 1,9999 | 1,99999 | 1,999999 | 2,01 | 2,001 | 2,0001 | 2,00001
f(z)
2. Calcular o lim .g(x) para g(x) = S completando a seguinte tabela:
A N
x 10,999 | 0,9999 | 0,99999 | 0,999991 | 1,01 | 1,001 | 1,0001 | 1,00001

(=)

3. Calcular o lin% g(x) para g(z) = 5 completando a seguinte tabela:
z—

T2 —

x| 2,999 | 2,9999 | 2,99999 | 2,999999 | 3,01 | 3,001 | 3,0001 | 3,00001
f(z)

4. Calcular lim f(x) para as seguintes fungoes:
Tr—a

2 4 $2+5

x —

2 , se, x>1

Lo f@) =3 w=20 % T e = v
D, se, ¥ =2 , se, x<l1

r—1

quando a = 2 quandoa =1
2(r —5 2
5. Demonstrar que: 1. lim M =2 2. lim—— = —1
z—4 | 20— 7 3r —4

6. Seja y = z2. Quando z tende para 2; y tende para 4. Qual é o valor para § em
0 <|z —2|< J; que, dé por resultado | y — 4 |< e =0,0017

2

3
7. Sejay = x2——|—1 Para x — 2 temos y — £ Qual é o valor de 0 para que | t—2|< ¢
x
3
dé por resultado | y — = |<e=0,17

8. Aplicando a defini¢ao, demonstrar os seguintes limites, achando um valor para um

0 > 0, para o valor de € dado.

L lim(5z—3)=12 =003 2 lim@Bz+5 =11 =0,0012
T—>

r—3
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10.

11.

12.
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2 _
3. lim [z 4} - £ = 0,004 4. lim {ﬁ } S £=0,015
=2 | 1 — 2 z—=1|
2 _ _
5. tim |0 2Ny C_0.015 6. lim il — 9 £=0,07
z—1 r—1 i | 20—
7. lim(72* —20x+2)=5 £=0,001 8. lim[ i 1 =4 £=0,001
T3 =2 | 7o — 13
. 3r—1 ) 2 — 14

. Aplicando a defini¢ao de limite, mostrar as seguintes igualdades:

4+ 3 24z + 2
1. lim (32" — z) = 10 2.y 29 = 1 3@135‘2{ 22 +5 } !
4. lim =4 5. lim 3+2z :§ 6. lim w
=3 1 — 2 ol D —x 9 x—>0:1:2—2:(:—|—1
V3zT—11 2
7.limvV6—z=1 8. lim (2° +2) = —6 9. limsx—:——
r—5 r——2 z—1 3 3
. x+1 . V=1 , r—1
10. i —- =2 W lmsrms =1t 12lmommerr =2
3z |2 1 . [2* =3z —4
16.11m|2_9”|:1 17.0im L 8 18.0m F2V2 __ [2
=l 3x—1 2 2=79x — 60 3 20 20 + /3 3
2
19. lim 3z =3 20. lim "+ 1 —Z 21. lim m =1
a—r 6x — BT asvz 24+1 5 V2 3+ 1 — x?
— 1 4 1
22.lim{”x|| —0 93.lim o+ — L 24.hm[$Jr — 5
et T+ 1 =864 —x22 16 3r+2
2 2 1 1
25. lim V422 + 1 = 1 26 lm |25 | =0 o7.m | U1
2—0 z—=0 | 631 — 1 73 T+ 4 7
2 16 20 — 4 v —4x — 3
28. lim {%} — = 29, lim —— = —4 30. lim {—x} - -3
x5 T 25 z——4 b + 23 z——3 T+ 2
2 —u?

n

Considere a sucessao ;i1 = u, + sendo u; = 1. Determine os primeiros

U,
elementos us, us, uy € calcule o limite de u,, quando n cresce indefinidamente.
Seja a sucessao definida pela relagao de recorréncia u,, = /2 + u,_1 sendo u; = V2.

Calcular o limite da sucessao wu,, quando n cresce indefinidamente.

Mostre que a sequéncia u, = 1 + (—1)" nao tem limite quando n cresce indefinida-

mente.
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3.2.1 Propriedades dos limites
Sabemos da seguinte propriedade de ntimeros reais:

Propriedade 3.2.

i) Sejax € R e >0, se x < ¢ para todo £ > 0, entdao = = 0.
ii) Quando |z |<e, Ve>0 = 2=0.

Demonstracao.

i) Como x > 0, entdo z = 0 ou = > 0. A possibilidade = > 0 nao pode acontecer, pois se
x > 0 entao do fato x < € e como € > 0 em particular podemos escolher ¢ = x de

onde ¢ = x < x o que é contraditério. Por tanto x = 0.

ii) Exercicio para o leitor.

Propriedade 3.3. Unicidade do limate.

Quando exista o limite de uma funcao, este limite € unico.

Demonstracao.

Seja ¢ > 0 qualquer nimero real; e suponha que glclgllf(x) =1L e ilir(llf(l') = Ly
sendo Ly # Ls.

Seré suficiente mostrar que | L; — Ly |< € para todo € > 0.

Do fato lim .f(x) = Ly da definigao de limite temos que, dado qualquer £ > 0, existe

T—ra
um ¢&; > 0 tal que

|f(m)—L1\<% sempre que 0 <|z —a|< 0y

de modo analogo dado lim .f(x) = Ly da defini¢do de limite temos que, dado qualquer
Tr—a

e > 0, existe um d; > 0 tal que

\f(x)—L2\<g sempre que 0 <|z —a |[< 0y

Considere 6 = min.{dy, d2 } e 0 <| z —a |< ¢ entdo cumprem-se as desigualdades

£ €

[ fl2) = Lil< g e fla) = Lo < 5.
Das propriedades de nimeros reais, temos que: | Ly — Lo |=| L1 — f(z)+ f(x) — Lo |<
€

5 =¢ Dara O<|z—al|<o

< f@) = Ly |+ | fla) ~ Lo |< 5 +

Assim mostramos que para todo ¢ > 0, sendo 0 <| x —a |< § verifica-se | L1 — Ly |< €

o que implica pela Propriedade (3.2) que L; = Ls.
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Propriedade 3.4. Conservagao do sinal.
Se lim .f(z) = L # 0, existe uma vizinhang¢a B(a, 0) tal que f(x) e L tem o mesmo
r—a

sinal ¥ x € B(a, §) com x # a.
A demonstragao é exercicio para o leitor.

Propriedade 3.5.
Se lim .f(z) = L, existe uma vizinhan¢a B(a, §) e um nimero M > 0 tal que | f(x) |<
Tr—ra
M, Yz e Bl(a, §) sendo x # a.

Demonstracao.
Da hipotese lim . f(x) = L temos que:
Tr—a
Dadoe >0, 3 6>0/. Vo€ B(a,d), z#asatisfaz | f(x)— L |<e.
Das propriedades de nimeros reais | f(z) | — | L |<| f(z) — L |< ¢, entao
| f(x) | = L|<e logo |[f(x)[<e+|L]
Considerando M = e+ | L | temos que | f(x) |[< M VY € B(a, 0) para z # a.

Propriedade 3.6.

Se f e g sao funcoes tais que cumpram as hipoteses:
a) f(x) <g(x) Vx € B(a, §) com z # a.

b) lim.f(z)=L e lim.g(z) =M.

Tr—a Tr—a
Entao L < M, isto € lim .f(z) < lim .g(x).

Tr—ra Tr—ra

A demonstragao é exercicio para o leitor.

Propriedade 3.7. Do confronto.

a) Suponhamos f(x) < g(z) < h(z) para todo x num intervalo aberto contendo a, exceto

possivelmente o proprio a

b) Selim.f(z) = L = lim .h(z), entdo lim .g(z) = L.

r—ra r—a T—a

Demonstracao.

Pela hipotese b) para cada € > 0 existem positivos d; e d tais que:

O<|z—al|<éd = L-e<f(r)<L+e (3.4)
O<|z—al|<dy = L—-—e<h(x)<L+e (3.5)
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Considerando § = min.{ §;, 2 } , para 0 <| x — a |< § cumpre-se simultaneamente
(3.4) e (3.5) e como f(z) < g(z) < h(z). Entao

O0<|z—al|<d implica L—ec< f(x)<g(x)<h(r)<L+e
isto ¢ 0 <| z — a |< ¢ implica
L-—e<glz)<L+e = |glx)—Ll|<e
Portanto, lim .g(x) = L. d

r—a

Esta propriedade do confronto, também é conhecida como o “Principio do Sanduiche”.

Propriedade 3.8.
Sejam f e g duas fungoes tais que cumpram as hipoteses:

a) lim.f(z)=0.

Tr—ra

b) Eziste M >0 tal que | g(z) |[< M VY € B(a, 0) com x # a.
Entao  lim.f(z).g(x) = 0.
r—a

A demonstragao é exercicio para o leitor. U

Exemplo 3.13.
Suponhamos que f(x) = az*+bx+c onde a, b e ¢ sio constantes tais que | f(z) |<|
22| VaeR. Mostre que a =b=c=0.

Demonstracao.

Como 0 <| ar? +br+c|<| 23] e lim .0 = lim | 23 |= 0, pela Propriedade (3.7) segue

que lim | az? +bx +c|=c=0.
z—0

Entdo podemos escrever f(z) = az? + bx; assim 0 <| az?® + bz |<| 23 | para x # 0,
logo 0 <| ax +b |<| 22 | Va € R, aplicando novamente a Propriedade (3.7) resulta

lim | ax +b|=0b=0.
z—0

Entao temos f(z) = ax; assim 0 <| az |<| 2® | para z # 0, logo 0 <| a |[<| x| Vz €
R, aplicando novamente a Propriedade (3.7) resulta lin% |a|=a=0.
Tr—r

Portanto, a =b=c = 0.

Propriedade 3.9. Propriedades adicionais dos limites.

Sejam f e g duas fungoes e C' nimero real constante, tais que lim.f(x) = L e
r—a

lim .g(x) = M entao:

T—ra

a) lim.C=C

T—ra
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b) lim.C- f(z)=C" lim.f(z)=C-L

Q) Hmlf (o) + o)) = i S (2) + i 9() = L+ M

Q) lm(f(@) - g(@) = lm f(a) - lim -g(a) = L- M

e) glj1_r)r(11 [g(lx) = li_r)n 19(1_) % sempre que M # 0.
(@] Mm@

f) glclg}l {g(x) = T 9(2) = 57 Sempre que M 0.

r—a

A demonstracao é exercicio para o leitor.

Propriedade 3.10.
Se lim f;(z) = L; para todoi =1, 2, 3, ..., n entdo:
r—a

a)  lim[fi(2) + fol2) + fo(@) + -+ ful@)] = Lo+ Lo+ Ly + - + Ly,

b)  lim[fi(x) x fo(w) x fa(x) x - X fu(@)] = Ly X Ly X Ly x -+ X Ly
A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Propriedade 3.11.
Suponha lim .f(x) =L en € Z, entao, lim .[f(z)]" = [lim .f(z)]" = L".
z—a T—a T—a

Quando n < 0, entao L tem que ser diferente de zero.

Demonstracao.

A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Propriedade 3.12.
Se lim f(z) =L en €Z, entao,
Tr—a

lim \/ f = p/lim f {7_

Tr—ra z—>a
onde L € niumero positivo e n qualquer inteiro positivo ou L < 0 e n qualquer inteiro
positivo impar.

A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Exemplo 3.14.

Calcular o limite:  lim
x—2

522 — 10z — 6
x3 — 10 ’

Solugao.
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= 3.

52 — 10z — 6]  —6
3 — 10 -2

Aplicando a Propriedade (3.9) f) obtemos que lin; [
T—

Exemplo 3.15.

3x2 —2r+3
Calcular o sequinte limite  lim &
r——1 5+ 2
Solugao.

Pela Propriedade (3.12) temos que:

2_2 2_2
. u\/ 3 “3] 8 _ o

T——1 x5+ 2 x5+ 2

Exemplo 3.16.
3 1
Calcular lim (i + 1) .

x—0 €r — 4
Solucao.

Pela Propriedade (3.9) f) resulta que,

. 3 o -
o (Bl EL%(? 20-3) 3
x—4 lim(z —4) —4

x—0

x—0

Exemplo 3.17.
Calcular lim {M}

a—1 |12 — 31+ 2
Solugao.

Observe, ao aplicar a Propriedade (3.9) f) de quociente de limites teriamos um quoci-

ente da forma 0 no limite, sendo esta uma forma indeterminada. No possivel, para evitar

isto temos que escrever numerador e denominador na forma de fatores (z — 1) do modo

e S (v

Desde que x — 1, entdo (x —1) — 0 ainda (x — 1) néo é zero; logo podemos simplificar

seguinte:

no limite acima para obter:
_ 6x — 6 _ 6(x—1) _
lim | ———| = lim =
1 |22 — 3+ 2 z—1 (x — 1)(35 — 2) x—1

Observacao 3.4.

i) Séo formas indeterminadas:

00
—, oo—o00, oo, 0% 0% oo™, 1%, 0-00
00
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Se, no célculo de limites aparecem alguma destas formas, para o célculo de limites
devemos utilizar processos ou artificios com o propésito de evitar a forma indeter-

minada.

ii) Seja n € N, para a racionalizagao, lembre:
a’?—b*=(a+Db)-(a—0)
a®—b"=(a—"b)- (@t +a" 2+ a" 3 + a4 -+ @S abv 2 oY)
Quando n é impar:

a + = (a + b) . (anfl _ CLnf2b + an73b2 _ anf4b3 4+t a2bn73 _ abnf2 + bnfl)

Exemplo 3.18.

1 12
=2 |2 —x 8 —a3|

Calcular lim

Solucao.
. 1 12 , (4 + 2z + %) 12
Observe que: alcllg {2 —r 88— x?& a :lvllg [(2 —z)(4+2z+22) 8 —x3] B
(4420422 —12 . [2z+2%-38 , —(2—2z)(z +4)
= lim = lim = lim =
T2 8 — a3 e=>2 | 8 —ua3 =2 | (2 —x)(4 + 22 + 22)
: —(x +4) —6 1
_= lm _—_— = ——— = ——
=2 |44 20 + 22 12 2
. 1 12 1
Portanto, }:1_)1% {2 — T §= x2] =3

Exemplo 3.19.

Calcular o limite:  lim
r—1

V2r+1-+/3
r—1
Solugao.

0
Este limite é da forma indeterminada o’ assim, multiplicando pela conjugada do

VET1-V3 (VETT - V(I T1+V3)
r—1 (z — 1)(vV2x + 1+ /3)

= lim
r—1

numerador temos:  lim
r—1

: 2(x —1) ' 9 V3
= {(x—l)(\/m+\/§)} Iy {(\/mjt\@)} =5

V3

3

VI F1-13

z—1

Portanto, lim
z—1
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Exemplo 3.20.

Determine o valor do sequinte limite: lin%
Tr—r

|:1—\/SC2—31’+3:|
Viar? -3 -1

Solugao.

No limite multiplicando o numerador e denominador pelo fator

F(r) = (1 + Va2 -3z +3)(V4r2 — 3+ 1)

(1—\/x2—3m+3)F(x)1 — lim [(1—x2+3x—3)(\/4x2—3+1)] B
(VA2 =3 - 1)F(z) | =1 (4e2—4)(1+vV2?—32+3) |

—(z—1)(z—2)(VI+1)
Az —1)(z + 1)1 + V1)

temos: lim
r—1

= lim
r—1

1—\/x2—3x+31 _1
Va2 —3-1 | 8

Portanto, lim [
z—1

Exemplo 3.21.

Determine o valor do sequinte limite: lirr%
T—

Va3 —2x —3— /222 -7
203 +x — 18 '

Solugao.

Para o limite, multiplicando o numerador e denominador pelo fator

F(z) = (Va3 — 20— 3)* + (Va3 — 22 — 3) - (V222 = 7) + (V222 — 7)?

 [(Vad =22 —3— /222 —-7) - F(x)] _

e o [ A
fim |:(£L’3—2£C—3>—(2$2—7):| — lim [ (22 —2)(z — 2) _
T2 (2x3 + - 18) . F(gj) T—2 (21‘2 +4x + 9)(1’ — 2) F(ZL‘)

(2% — 2) ] 2 2 2

li — — =

b [(2;(;2 Y42 19) Fx)| 2-F@2)  ()B) 1

Vad =20 —3— V222 -T7] 2
243 + 1 — 18

Portanto, il_)r% [ ==

Exemplo 3.22.
Como variam as raizes da equagio quadrada ax®+bx+c = 0 quando, b e ¢ conservam
seus valores constantes (b > 0) e o pardmetro a tende para zero ¢

Solugao.
Aplicando a féormula de Bhaskara as raizes da equacgao sao:

B —b+Vb? — dac . —b—Vb? —4dac

2a - 2a

€ T =
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Quanto a — 0 podemos escrever na forma:

Para a raiz z;

: . —b+Vb:—dac . (=b)? — (Vb2 — dac)?

lim z; = lim = lim

a—0 a—0 2a a=0 2a(—b — v/b? — 4ac)
2c &

lim z; = lim =

a—0 a—0 —ph — /b2 — 4ac _l_)

Para a raiz zo

_ . b= —dac . (=b)? — (Vb2 — dac)?
lim z9 = lim = lim
a—0 a—0 2a a=0 2a(—b+ v/b? — 4dac)

2c
lim 2o = lim = 00
a—0 2 a—0 (_b + \/b2 —_ 40/0)

c . . .
Portanto, uma das raizes converge para —— e a outra diverge (aproxima-se rapidamente

b
ao infinito).
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10.

11.

Exercicios 3-2

. Mostre as seguintes propriedades.

Lo lim fl@)=0 = lim|f(2)|=0.
2. lim f@)=L = lim[f(x)=L]=0
3. lim f(z)=L = lim[f(z)|=[L]
4 glci_r}(ll.f(x) = lim.f(a + h)

. Apresentar um exemplo de modo que:

1. Exista lim | f(x) | e ndo exista lim - f(z).
T—a T—a

2. Exista im[f(z) + g(z)] e ndo existam lim -f(z) e lim-g(x) .
r—a

r—ra Tr—ra

Caso existam os limites lim - f(z) e lim[f(z) + g(z)]. Existe lim -g(z) ?

rT—ra r—a r—ra

. Caso existam os limites lim - f(z) e Um[f(x) - g(x)]. Existe lim-g(x) ?

Tr—ra r—a T—a

Caso exista lim - f(z) e lim -g(z) ndo existe, entao existe lim[f(x) + g(x)] ?
r—a T—a r—ra

Mostre que lim f(x) existe, se e somente se lim f(a + h) existe.
T—a h—0

. Mostre que lim f(z) existe, se e somente se liH(l) f(z + a) existe.
r—

T—ra

Mostre que lim f(z) existe, se e somente se lim f(2?) existe.
x—0 z—0

2
¢ —mx + 3x — 3Im
Considere a fungao f(x) = i , determine os valores de m tal que

r—m
lim .f(z) = m* — 17.
T—m

3 — 2a’x + ax?

Seja a fungao f(x) = , e lin% f(x) = 2a — 5. Determine o valor de
z—

2ax + 12
a > 0.

: : L 2"+ (=2)"
Mostre que, ao crescer n indefinidamente, a sequéncia w, = — 5. nao tem
- . 2" + (=2)" - :
limite. A sequéncia v, = ———— tem limite? Justificar sua resposta.

3n
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12. Calcular os seguintes limites:

3x2 — 172+ 20 o[22 =1 , 52 — 10
1. lim 2. lim 3. lim|—=
v—4 | 4% — 25z + 36 =1 |26 —1 =2 | Yz — /2

o

) 3z —6 o[22 —a? ) 2V —4—4
4. lim |——— lim 6. lim |[——— —
1—Vide -7 e—a | 2% — a? 2=20 | /o + 12 — 2
[3/r — 1 _13/ _
7. lim {x—%] 8. lim | V2 9. lim | V2273
r——3 N/ZE2+7—4 z—1 _\‘7_—1 z—=3 | v/3r — 3

2+ Jr —2 — 8] (/22 — 497 + 4
10. lim V2+yr—2 11. lim Vo -8 12. lim Va? — 4y +
28 T —8 o264 | Jx — 4| T8 (z — 8)2
[ 2 3 —92_4 '2 2n 1 — —2n
13, lim |V 14, i |22 H1Z80 }
222 | /4 — a3z =2 a—1 |3z — 54 2072
. [V2 =2 — Vb2 —a _ V3r — 8 —=x
15. lim 16. lim
ra | r—a =2+ | 3z — 24/15 — 3z
[ n/hn _ n 2 _(a—1xr—
oo | EVE o 18, lim | S le—Dz—a
zsa | T —a v=a |22 — (a —2)x — 2a

13. Verifique os seguintes limites, para as fungoes indicadas:

B —
2. }llli% {ﬂ_l il h})l — f<_1)} =—16 se  f(x) =8x?

14. Verifique o calculo dos seguintes limites:

4

z—1

) 2 2 4 R - Ta*
1. lim — = — 2. lim = —
=2 |3x —6 222 — 51+ 2 9 e—a | 23 — a3 3
) dx* + 923 + 322 + 2 + 3 o [V +27-3 32
3. lim =1 4. lm|l—m—| = —
z—-1| 3zt4 923 4 922 + 3z z=0 [ /x4 16 — 2 27
) 23 — ba? —2x — 3 11 o [3—=+vb+=x 1
5  lim = — 6. lim|———| = ——
o3 | 43 — 1322 + 40 — 3 17 e>4 |1 —+/5—x 3
, . 23 + 62% + 9z 3
.l =5 & Jlm [:c?’ Y522 + 37 — 9] 4

Vad+3y/a -3z 1| 27
T+ 3¢x —3vVa? -1

15. Se f(2) = 6, o qué podemos concluir do lir% f(x)? Justificar sua resposta.
T—

16. Se lin% .f(x) = 6, podemos obter conclusao a respeito de f(2) Justificar sua resposta.
T—

17. Sabe-se que }}Ei [fﬂ] =4 e lim Lg(x) } = —6. Prove que lim [@} =1

— 3 z—1 — 72 z—1 g(x)

[ fe+2) ] 9z +2)) R A€
18. Se wli}f{lz {m} =8 e wli}f£12 {H} = 3. Calcular: }31{}1’(1) [m} .
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19. Seja R o retangulo que se obtém ao unir os pontos médios dos lados do quadrilatero
perimetro de R

@, o qual tem seus vértices (+z, 0) e (0, +y). Calcule xligh porimetro de O

20. Os custos da construcao de um prédio de apartamentos foram de R$1.500.000, 00, e
esta quantia foi depreciada pelo método da linha reta por 15 anos, a partir de 1985.

Qual foi o valor liquido do prédio em 1993.

21. Sejam f : [a, b] — R e g : [a, b] — R fungoes tais que: lim f(z) > lim g(z).
r—c Tr—C

Mostre que existe 6 > O tal que: V. 0 < |[z—c| < = f(z) > g(z), c€ (a,b).
22. Demonstre que, se |z |<e, Ve>0 = x=0.

23. Demonstre que, se lim .f(z) = L # 0, existe uma vizinhanca B(a, J) tal que f(z)
Tr—a

¢ L tem o mesmo sinal Va € B(a, §) com = # a.
24. Demonstre que, se f e g sao fungoes tais que cumpram as hipoteses:

a) f(z) <g(x) Vz € B(a, §) com = # a.
b) lim.f(z)=1L e lim.g(zx) = M.
Entao L < M, isto é lim .f(z) < lim .g(x).

Tr—ra r—ra

25. Demonstre que, se f e g duas fungoes tais que cumpram as hipdteses:

a) lim.f(x)=0.
Tr—a
b) Existe M > 0 tal que | g(z) |[< M Yz € B(a, §) com z # a.

Entao lim.f(z).g(x) = 0.

r—ra

26. Demonstre que, se f e g duas fungoes e C' ntimero real constante, tais que lim . f(x) =
Tr—a

L e lim.g(x) = M entdo:
Tr—a

a) 1iin C=C
b) liin.C-f(x):C-liLn.f(x):C-L
&) lmlf(x) +g(x)] = lim -£(x) + i -g(a) = L + M
d)  lm{f(e) - g(a)] =l f(x) - Lo g(o) = L 21
. 1 ] 1 1
e) glgrlll {g(m) = il_r)n (@) = 4 sempre que M # 0.

f) lim

Tr—ra

sempre que M # 0.

f)] Mm-S g
[g(fc)_ ~ limg(z) M

27. Demonstre que, se lim f;(x) = L; para todoi =1, 2, 3, ..., n entao:
r—a
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29.
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a) lm(fu(e) + fol@) + fale) £+ ful@)) = Lo+ Lot Ly + -+ Ly

T—ra

b)  lm[fi(x) x fao(z) X fy(x) x -+ X fu(x)] = Ly X Ly X Ly X -+ x L,

T—ra

Demonstre que, se lim.f(x) = L en € Z, entao, lim.[f(x)]" = [lim.f(z)]" = L".
r—a

r—a Tr—a
Quando n < 0, entao L tem que ser diferente de zero?

Demonstre que, se lim f(z) = L e n € Z, entao
r—a

lim {/f(z) = ¢ ilgif(x) = VL

T—a

onde L é niimero positivo e n qualquer inteiro positivo ou L < 0 e n qualquer inteiro

positivo fmpar.
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3.3 Limites laterais

Ao calcularmos lim .f(z), o problema reduz-se a calcular o namero L para o qual
T—

aproximam-se os valores de f(x) quando x tende para a, tanto para valores maiores que
a (pela direita) quanto para valores de menores que a (pela esquerda).
r—1, se, <2

Considerando a funcao f(z) = ,
¢do f(x) {5—1", se, x2>2

y 4
observa-se o seguinte:
3
a) Quando x aproxima-se a 2 pela direita, f(x) f(@)
aproxima-se a 3 como mostra a Figura (3.5); 1
isto & chamado de limite lateral de f(z) —=x x
quando x tende a 2 pela direita, e escreve-se - y 20
b) Quando x aproxima-se a 2 pela esquerda, f(z) ‘
aproxima-se a 1 como mostra a Figura (3.5); Figura 3.5:

isto & chamado de limite lateral de f(x)

quando x tende a 2 pela esquerda, e denotado lim .f(z) = 1.
T2~

Em geral temos as seguintes definigoes:

Definicao 3.3.

Sejam a < ¢ e f(x) uma funcao definida no intervalo (a, c); dizemos que L € o

limite lateral de f(x) quando x tende para a pela direita e denotamos lim+ Sf(x)
T—ra

ou f(at); se, dadoe >0, 36>0/. VaxeD(f), | f(x)—L|<e sempre que
O0<z—a<i.

Definicao 3.4.
Sejam b < a e f(x) wma fungao definida no intervalo (b, a); dizemos que L € o

limite lateral de f(x) quando x tende para a pela esquerda e denotamos — lim .f(x)
r—a~

ou f(a~) se, dadoe >0, 30 >0/. VYaeD(f), | f(zr)—L|<e sempre que
0<a—xz<9d.

Propriedade 3.13.
lim.f(z) = L se, e somente se lim .f(z) = lim .f(z)= L.
r—a

5 z—a™t r—a~
Demonstracgao.

Exercicio para o leitor.
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Observacao 3.5.

Nos sequintes casos o lim . f(z) nao existe:
r—a

i) Quando nao existe um dos limites laterais.
ii) Quando os limites laterais existem e sdo diferentes.

3. Quando o limite nao for um ntmero real L, isto é quando o limite for +oo.

Quando a fungao estiver definida para x < a e x > a, geralmente ao calcular lim . f(x)

é necessario calcular os limites laterais de f(x) o
Exemplo 3.23.
202 — 1, se, x>1
Determine o glclg% g(x) ,seg(x) =< 1, se, x =
2—ux, se, x <1
Solugao.
Observe que, numa vizinhanca de x = 1 a
fungao esta definida de diferentes modos (Figura y 4
(3.6)), é por isso que é necessario calcular os limi-
tes laterais. \3 fiz)

lim .g(x) = lim (22 —1) = 1, por outro lado:

rx—1t z—1F L
lim .g(z) = lim (2—2) = 1. - 5
z—1— z—1— i e

Portanto, lim .g(x) =1
z—1

Exemplo 3.24.

2 —4
| Seja f(a:) = ‘Z_i_%;, determine se existe o li-
mite xll>rr_12.f(a:). Figura 3.6:
Solugao.

2 > =2
Como | x +2 |= Fts 86 X2 entao:
—r—2, se, r<—2

x -+ 2 1 1
1i . = 1 = 1 — = —
S flz) = lim o= lim o =5,
—x—2 —1 —1
li . = 1 = 1 — = —
S fla) = dim o= lim o=

Observe que os limites laterais sao diferentes, logo nao existe lim2 S(x)
T—>—

Exemplo 3.25.
Os custos de transporte de mercadorias sao usualmente calculados por uma formula que

resulta em custos mais baixros por quilo a medida que a carga aumenta. Suponhamos que
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0,85z, se, 0 <z <50
x seja o peso de uma carga a ser transportada, e C(x) = ¢ 0,75z, se, 50 < x < 200

0,60x, se, 200<cx
o custo total em reais.

Ache cada um dos sequintes limites: a) 1111510 LC(z) e b) lim .C(z)
T—

2200
Solugao.
a) Para calcular o limite, lirglo .C(x), temos que achar os limites laterais: ~ lim .C(x) =
T— z—50"
lim (0,85z) = 42,5 e¢ lim .C(x) = lim (0,75z) = 37,5; sendo diferentes nao
x—50~ z—50t z—50t
existe lim .C(x).

x—50

b) De modo analogo:

lim .C(z)= lim (0,75z) =150 e

25200~ 25200~
lim .C(z)= lim (0,60z) = 120;
25200+ 25200+
Sendo diferentes os limites laterais, logo nao existe  lim .C(x)

2—200
Se desejamos saber o custo de transporte de x = 50 quilos, teriamos a pagar C'(50) =

(0,80)(50) = 42,5 reais, e de z = 200 ¢ C'(200) = (0, 75)(200) = 150 reais.

3.4 Limites ao infinito

A fungao f(z) = %, estéd definida de tal modo que os valores f(z) ficam arbitra-
riamente pequenos quando consideramos os valores de x os mais grandes possiveis (em
valor absoluto). Assim, f é localmente limitada para valores extremamente grandes de z,
proximos do infinito. Embora exista o limite de f quando z — oo, e isto deve ficar claro,
pois nado existe um nimero z = a nas condi¢oes da Defini¢ao (3.2) de limites. Se escreve

lim — = 0.
z—00 T2

Definicao 3.5.

Seja f : (a, +00) — R, uma funcio e L € R, dizemos que L é o limite de f(z)

quando x tende para +00 e escrevemos 1iI+Il f(x) = L se, e somente se dado
T—rT00

e >0, existe N > 0 tal que | f(z) — L |< e sempre que x > N.

Definicao 3.6.

Seja g : (—o0, b) — R, uma fungao e L € R, dizemos que L € o limite de g(z)

quando x tende para —oo e escrevemos lim .g(x) = L se, e somente se dado
T——00

e>0, existe N >0 tal que | g(x) — L |< € sempre que x < —N = M.
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Destas defini¢oes, podemos interpretar que, em tanto seja maior (ou menor) o valor
de z, a diferencga entre f(z) e L é cada vez menor, o qual significa que f(x) aproxima-se

cada vez mas para L como observa-se na Figura (3.7).

T L+te

.................... L LE+e
i e o)

L-¢ f()

Figura 3.7:
Propriedade 3.14.
Seja n € N entao:
1 1
i) lim —=0 ii) lim —=0
r—+oco " r——o0o0 M

Demonstracao.

1 1 1
i) Dadoe > 0, existe N = — > 0 tal que parax > N = — temos — < ¢ ; assim, dado
n e n

G T

1 1
e > 0, existe N > 0 tal que | — |< e sempre que = > N. Portanto lim — = 0.
xm x——+oo M

1
ii) Analogamente. Dado ¢ > 0, existe N = — > 0 tal que para v < —N = —

{VE

1 - 1 . 1
temos —x > —= entdo, 0 < —= < {eisto e | — |<e.
Y r T

e

1
Logo, dado ¢ > 0, existe N > 0, temos | — |< ¢ sempre que z < —N.
x

{VE

1
Portanto lim — = 0.
r——oo "

Propriedade 3.15.
Sejam e g duas fungoes definidas em (a, +00) e (b, +00) respectivamente; se
lim .f(x)=L e lim .g(x) =M entao:

xto+00 xto+00

a) lim [C - f(z)] = C - L para C constante.

T—+400

b) lim [f(z)+g(x)] = lim .f(x)+ lim .g(x)=L+ M

xto+00 xto+00 xto+00

c) lim [f(z) x g(z)] = lim .f(z) x lim .g(z)=LxM

xto+o00 xto+oo xto+oo
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d) lim

xto+o00

L] _ T

xto+00

L
= desde que M # 0.

A demonstragao é exercicio para o leitor.

Quando = tende para —oo obtém-se propriedades similares as da Propriedade (3.15).

Aplicacao dos limites ao infinito

Exemplo 3.26.
Calcular: lim [

r—r—+00

32?2 — 62 + 2
x?2+2r—3
Solugao.

)

1'2(1—|— _:t2)

Temos  lim [

logo aplicando a Proprie-
z—+oo | 22+ 22 — 3 » 208 P P

T—>+00

3z — 61 + 2 _ 1:2(3—%—1—%2
—— | = lim 55

dade (3.14) obtemos  lim

T——+00

3.

32° —6x+2] 3-0+0
[x2+2x—3] T 140-0
Exemplo 3.27.

Suponha, a nimero positivo, calcular — lim [Vaz® + bx + ¢ — Vax?].

r—>+00
Solugao.
Temos lirf [Vaz? 4+ bx + ¢ — Var?| =
T—r+00
lim (Vax? 4 bx + ¢ — Vaz?)(Vaaz? + b + ¢ + Vaz?) |
@00 (Vaz? + br + c + Vax?)
, bx + ¢ , z(b+ <) b
= lim = lim z =
z—+00 | \/ax? + bx + ¢ + Vax?

roee x(,/a—l—g—l—x%—l—\/E) 2va
Exemplo 3.28.

Suponha a numero positivo, calcular lim [Vaz? + bx + ¢+ Vax?].

T—+00
Solugao.
1ir+n [Vaz? + bx 4+ ¢ + Vax?] = (+00) + (+00) = +00.
T—r+00

Exemplo 3.29.

VA — 12
Determine o valor de lim | Y-
z—too | 20— 4
Solugao.
/)
Temos a fungao f(x) = Q—Z e seu dominio é o conjunto [—2, 2), isto significa que
l‘ —
- : V4 —x?
nao podemos calcular lim |——].
T—+00 2,CE —4

Portanto nao existe o limite.
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Exemplo 3.30.
vn?+n

Calcular lim
n+1

n——4o0o

Solugao.

Observe, que  lim
n—-+00

R VA [\3/1+0]
lim . - A A ey

n—+oo N n—+oo 1 4 1 n—+oo /N
n

Exemplo 3.31.

Viz+1+43
Determine o valor do sequinte limite:  lim N
Solugao.

Do fato x — oo, entao temos que calcular o limite quando z — +00 e =z — —oc:

. Vat+ 1+ 3z . z(V1+ 272+ 3)
lm |— lim =
T—-+00 20— 5 z—+00 (2 — 5zt
! V1i+2r72+3 v1I4+0+3 5
1m = =
T—>+00 2 — Hx~1 2—-0
Para o calculo quando © — —o0, como Va2 =| x |= —x, para valores negativos de x
entao:
. Va2 414 3z . |z | V14272 + 32
lim |—— lim =
T——00 20— 5 T——00 ;C(Q — 5&3_1>
lim r(—vV1+27243)| lim —V1+z2+3| —V1+0+3 1
—— x(2 — 5 1) T — 2 — 51 - 2-0

Va2 +14+ 3z

Os limites sao diferentes; portanto, nao existe  lim 5 3
a:‘ —

T—00

Exemplo 3.32.

Calcular:  lim [V4x? + 3z — 1+ 2z] .

T—r—00

Solucao.

VA2 £ 3z — 1+ 22) (VA2 £ 32 — 1 — 2
lim [VAZ 37 =14 920] = lim | A3 14 20)(Vie? + 5w - | = 20)
T——00 T——00 \/m—%
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_ 42? + 3z — 1 — 4a? , z(3—ax 1)
lim = lim =
=00 | \/4x? +3x — 1 — 2z z=—co ||z | VA4 +3x 1 —272 -2

lim { (3 —z7h) } _ 3

zo=0 [ p(—V4+ 3z~ — 172 —2) 4

3
Portanto, lim [v4a?+3x — 14 2z] = 1
T—>—00

Exemplo 3.33.
Determine o valor do sequinte limite: ~ lim [5 + V4x? — x + 3 4 2x].

Tr—r—00

Solugao.

lim [54 v4a?2 —z+3+2z] = lim [V4a? —z+ 3+ 22+ 5] =

Tr—r—00 r——00

= lim [V42? —2+3+ 22|+ lim 5
T——00 T——00
Vdr? — 2x)(vV4x? — -2
— lim [< v w3tV —2 32| | 5o
st Vi —r+3—22 r oo
4o? — 3 — 4x? —1+ 3271
1im[x v x}—l—’é:lim{ p(o1+307) ]+5=
v=—00 | \/4x? —x + 3 — 2% v=—oo | |z|v4 — o1+ 3072 — 2z
-1 -1 -1 21
lim { p(-1+30) ]+5:—+5:_
z=-00 | —gx(v/4 — 1+ 3072 - 2) —4 4
. 21
Portanto,  lim [5+ v4a? —x + 3+ 2z] = T
T—>—00
Exemplo 3.34.
Determine o limite das sequintes sequéncias:
11 1 (=)t
1. — =, Z. —Z ...
a) ) 27 37 47 n Y
4 6 8 2n
b ) J
) 37507 2n —1’
c) V2, V22, \/2V2V2---
Solugao.
. ) (_l)n—l
a) O termo geral da sequéncia esta dado por s, = , VneN, n>1, logo se
n
—1)n1 1 —1)r1
n par resulta lim (=1) = lim — = 0; para o caso n impar lim (=1) =
n—-+oo n n—+oo N, n—-+oo n
lim — = 0.
n—+oo N

-1 n—1
Portanto, lim (=1)
n—-+0oo n

=0
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2n
b) Observe que o termo geral da sequéncia ¢é: a, = o 1’ calculando o limite temos:
n p—
2 2 2
im no_ lim ——= = 1. Portanto lim L
n——4o00 2n — 1 n——4o00 2 . l n——4o00 2n — 1
n

c¢) Verificar que o limite é 2, é exercicio para o leitor.

Exemplo 3.35.
1
Mostre que  lim .f(—) = lim .f(z).

N x—07F X —+00
Demonstracao.

Seja L = lirf .f(x), entao pela defini¢do deste limite temos
Tr—r+00

Ve>0, IN>0 /. |f(z)—L|<e sempreque x> N

1 1 1 1
Podemos supor — =M > 0,se 0 < — < x,entdo 0 < — < M, com isto |f(—)— L| <
N M x x
1
¢, sempre que 0 < x, assim lim .f(—) = L.
z—0+t X

1
Portanto, lim .f(—=)= lim .f(x).

z—0t T T—+00
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Exercicios 3-3

1. Calcular os seguintes limites:

191

J
4
J

3 _ 2 2
T A A A 2. lim|—" % | a>0
1 Vo —3r+2 v—a | 202 — ax — a?
, 23— 22% — 42 + 8 D[ Vr+1 -3V +1+2
3. lim 4. lim
e=2 | 322+ 3z -6 =0 | Vo +1+ Vo +1-2
.| |2° =1 VR 1H VR + 1+ R =2
5. lim 6. lim
el ||z =1+ ]z—1]? h—0 h—hvh2+1
[ o T 1 1— 22
7. lim ‘ 8. lim ‘ O<a#l
L R e 2T = a—op
|2+ Ve —=3-9 . [Var—204+6—Va2+22 -6
9. lim 10. lim 5
zﬁg_sg_x\/m z—=3 | x?—4x +3
V=0z+1-2 Va+tz+vVb+z—2y/x+ 2L
11. lim 12. lim
B N T 5 Vatz-+bta
-\/.7:2—|—2ax—|—a2+\3/9:34—“7_1’—293—6
13. lim b>0,a>0.
a—b Va+r—+r+b
i b— b
14, 1 | YEEOH */‘“L] 0>0,b>0
z—>0_ T

2. Suponha lim f(z) < lim, f(z) (construir o grafico) Mostre que existe algum 6 > 0
—a T—a

T

tal que f(z) < f(y) sempre que z < a < y,

a reciproca?

3. Verifique o calculo dos seguintes limites:

|z—a|<d e |y—a|<d. Cumpre-se

_ j5/8
1 I voxr — 10 2 5 1
. lim —=
220 |\ 2¢/5 — /x| | V400 — 22 20
([ 4—a? Voe—1-1
2. lim < < :6—m; m,neN, n#0
=2 |[\3 —+va2+5 Ve—1-1 n
o e 20— (- aP | Y e (or +4)
3. 1 =
amb Vat+z—~r+b 1222
— 312 —
4 lir% |z =37 +26 |+ 3| —26VVv3z + 33 69
T—

_ 9 3/x%24152—6
4-2 z+3
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| £3/1002 + 2sgn (16 —

) | +Vat+2+x 44| 272

lim

Tz——5

Va2 4++/=br +6—6

189

4. Dar exemplo de uma fun¢do monoétona tal que lim f(z) = 1.

T—r00

5. Para cada um dos seguintes exercicios, tracar o grafico e calcular o limite indicado

caso exista; justificar sua resposta.

4|2 —1x| . :
J@) = — =g Jm ) S @)
x? se, <2
xr) = ’ ’ - lim . f(x
/(@) { 8—2x, se, x>2 2 /@)
(23— 222 — 52 +6
3 , se, x<3
_ T — :
_— se, >3
\ T+ 2
( 3+2%, se, x<0
fo =40 s = lim /(@)
[ 11 —2% se, >0
( T—95 <5
_— se,
_ 1—Vr—4 ’ o .
F@ =9 22 12 135 Jim .f ()
—_— se, <5
\ r—5
( 62 — a2, se, <2
f@=1 6 e, = liy (2
| 22?7 — 2 —3, se, z>2
(1—22, se, z<1
flz)=1<¢ 1, se, l<z<2 lim . f(x) lim . f(z)
z—1 r—2
|z —3|, se, >2

6. Nos seguintes exercicios determine se existe o limite; caso contrario justificar sua

resposta.
L lim /]2 | +[|3z]] + 4 2.
Z—>§
3. lim /9 +27] 4.
T—
3,2 o
. lim‘m ¢ +3x—3 6
z—1 x—1
39222 —4 8
7. lim T 8
z—2 |m—2|

lim /| z | +[|32]] + 4
z—3

ver—1-—1
lim VIV

z—1+ x2 -1

oot —a2?+32-3

lim

z—1 |;(j—1|
x? + |2

lim [|3]

x—)% “?)ZEH — 10



Calculo Diferencial em R

193

V=91 + ¥z — 2

2 x
+ =
9. lm = U5 10.  lim
z—6 “2$H +10 z——171
11. lim[3z + sgn(| 2° — 1| —1)] 12.
x—0 T—

13. lim [z2? +5+sgn(|2* —1]-1)]  14.

V2
Voe—1-Yr—1 Vad—-1+yr -1
34+ V-1 Va?—1
6. lim 5€/m+3€’/2—172—|—2\/2x—1+6x2—6
r—1— x

Va? — Yz + Va2 + 3yx — 3z

x%\/i

15. lim
z—1+ 3{172

r+1
lim [2* — sgn(| 2> — 1] —1
f[ (I | —1)]

lim [z* — sgn(| 2% — 1| —1)]

17. lim
o1+ (x —1)?
18, lim SV +2+4vy—-1—-20+ 32+ x—2v/—-1 22+ 5z + 3
RS 2 —x

7. Calcular se existem os seguintes limites:

3 100n2 + 1 21
1. lim 2 nt 2. lim V2 3.
n—oo  100n2 + 15n n—oo /2 + 1
om+ 1
4. lim " 5. lim 2t 1’ 6.
n—oo 1, — 1 n—00 2n?
1 4 -1 4 1 2
7. im (n—l— ) (n ) 8 lim (n+ ) 9.
n—oo (n+ 1)4+ (n—1)4 n—oo  2n2
n3 1 2on — 1 3
10, lim YU el 11, lim —— +n 12

n -+ 2

n—0o0

8. Demonstrar que:

o2 —1
lim
n+1
n—o00 n
ooon?—1
lim
n—00 2n2 + 1
n®>+5
n—oonZ — 3

Lo lim f(@) = lm f(-2) 2. lm /(o)) = lm fz)
Bl f(e%) = fimy S0

9. Determine o valor dos limites, caso exista:

| |
1 lim (n+2)1 4+ (n+1)!

1
2. lim [—+(1+2+3+...+

)

n—o00 (n+3)' n—o00 n2
2 1)*—(n—1)* 1+2
5 (n—|— )P —(n—1) 4 m LT +3+---+n n
n 300 2n+1)*+ (n—1)* n—00 n+ 2 2
—(n— 3 _ 8/ 1
5 lim (n+1)3—(n—1)>3 6. lim Vnd —2n+1+v/nt+1
oo (n+1)2+ (n—1)2 n—00 v/nb 4+ 615 +2 — v/n” + 3n3 + 1
3 1 1 1
7. llm& 8. lim + +-
n—oo nt — 3n? + 1 n—ool X3 3x5 (2n—1)(2n+1)
-2 1 2 —4
0. lm " —2nF1 10. nt &

nsl N3 —n

i

—3n+2)
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m—1 3n? 2 1)(3n? 2
11, lim = mnez 12, lm o GntDE+n+2)
a—1 2" — 1 n—o0 2n + 1 4n?
1 3 2 1 1
13. lim 00n”+ 3n 14. lim —
n—oo (0,001n* — 100n3 + 1 n=2n(n—2)2 n?—3n+2

10. Se f é uma funcao limitada em intervalos limitados. Mostre que:

. - f(x)
Jm[f(z+1) = f(2)] = lm ==
11. Verificar o valor dos seguintes limites:
. 4n®P+2n? -5 1 5n® —n*4n—1
1. lm —m— = —— 2. lim
n—+oo N 42 — 8n3 2 n——cont—mnd—2n+1
2 _ 2 _
3. lim Sl + n—dn = 00 4. lim ant s =2
n—+too 2n + 1 n—3 n—>+oon—|—\/_
) 8n —4 . \/n—l— n+vn+3
5 lim ¢ = -2 6. lim =
oo \| BV 1 2) N

7 lim [\/n2—5n+6—n]:—g 8 lim [Vn?—2n+4+n]=1

n—-+00 n——00

(Vn2+1+n)?

9. lim [\/n\/Zn—5n—|—6—n] =—oo 10. lim

=4
n—-+oo n—oo ‘/ _|_]_
b
11. lim \/a+a2n2+\/b+a2n2—2\/a2n2—a+ =0
n—-+oo 2
. van” +a++/n?—4 l+a
12. lim =

notoo {a—1—aPnd + V' — 250’ + 144 1—a
12. Mostre que  lim .f(z) = lim .f(—x).

T—>+00 T——00

13. Mostre que 1.  lim f( )= lim .f(x) 2. lim f( )= lim .f(x).

z—0— T——00 z—0+ T—+00

ap"™ + ap_ 2"+ a +a ,
14. Mostre que lim —* ol ! 0 existe se, e somente se m > n.
z—+00 by ™ + by 2™ + - by + by

Qual é o valor do hmlte sem=n? E quando m<n?

15. Calcular os seguintes limites:

3 2

X x
1. lim
r——+00 21‘2 — ]_ 21’ + 1

" a2 4 a4 ag
2. lim
T—+00 bmiCm -+ bmfll'm*l + e bll' + bo
5 L (z4+1)+(x+2)?+@+3)3+-+ (z+n)"
) T—+00 " —nn

n € N.
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3.5 Limites infinitos

Observe que a mesma fungao da segao anterior f(x) = %, esté definida de tal modo
que os valores f(z) ficam arbitrariamente grandes, considerando = mais e mais proximo
de 0. Assim, f nao é localmente limitada em x = 0, embora nao exista o limite de f
em x = 0, e isto deve ficar claro, pois nao existe um ntmero L € R nas condi¢oes da
Definigao (3.2) de limites. Nesta situacao se escreve lin(l) — = o0.

Seja f uma func¢ao definida num intervalo aberto I que contenha ao ntimero a, podendo

o nimero a nao estar no dominio de f.

Definicao 3.7.

Dizemos que o limite de f(x) é 400 quando x tende ao ponto a e escrevemos
lim .f(z) = 4o0; se, dado K > 0 (tao grande como quiser), existe § > 0 tal que
:6%<a| r —a|< 6 implica f(x) > K.

Definicao 3.8.

Dizemos que o limite de f(x) é —oo quando z tende ao ponto a e escrevemos
lim.f(x) = —oo; se, dado K > 0 (tdo grande como quiser), existe § > 0 tal que
:6%<a| T —a|< o implica f(z) < —K.

Propriedade 3.16.

i) lim — =400 ii) lim —=-c0
z—0t T =0~ T

Demonstracao.

1 1 1
i) Para qualquer K > 0, existe § = 17 >0tal que 0 < x < 6 = 178 entao — > K.
x

o1
Portanto lim — = +o0.
r—0t T

1 1 1
ii) Para qualquer K > 0, existe 0 = 17 > 0 tal que —§ = % < x <0;entao — < —K.

x
1
Portanto lim — = —o0.
z—0" T
e . 1 '
Os dois limites sao denotados por — = 400 e — = —00 respectivamente.

0+ 0
Propriedade 3.17.

Sen € um inteiro positivo, entao:

i) lim — =400 ii) lim — =
r—0+ " z—0— "

1 {—i—oo, se, n € par

—00, se, mn € impar
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A demonstragao é exercicio para o leitor.

Definicao 3.9.
Seja f uma func¢ao de dominio D(f). Entao:
i) Se D(f) = (a, +00) define-se:

a) lim .f(zr)=4c0<& VK >0, IM >0 tal quex >M = f(z)>K.

T—r—+00

b) lim .f(z)=-0c0o< VK >0, IM >0tal quex>M = f(z)<-K.

T—+00
ii) Se D(f) = (—o0, b) define-se:
a) lim f(z)=+4+c0«e VK >0, IM >0 tal quex < -M = f(z)>K.
T—>—00

b) lim f(z)=-oc0< VK >0, 3IM >0tad quex < -M = f(z)<-K.

T——00

A Defini¢ao (3.9) i)-a) significa que para valores de x positivos muito grandes, os
valores de f(z) também s@o positivos e muito grandes. Similar interpretacao para as

outras defini¢oes.

Exemplo 3.36.

Mostre que lim =z
T—>+00

2= +o0.

Solugao.
Seja K > 0, considerando M = VK temos, se z > VK = 122> K.

Exemplo 3.37.
L+

Determine o valor do limite: lim
=2t T — 2
Solucao.
. 1+ , 1
xliglJr 5 = $11)r£1+(1 + V) - - (1 +v2)(400) = +o0.
1
Portanto,  lim Ve =

=2t T — 2
Observacgao 3.6.
Por comodidade escrevemos o simbolo oo (infinito) com o significado sequinte: lim . f(x) =

r—a
oo se, e somente se lim .|f(z)| = +o0.
T—ra

Propriedade 3.18.
Sejam a € R as fungoes f(z), g(x) e C # 0 nimero real fizo, tais que lim .f(z) =0
rT—a
e lim .g(x) = C entao:
T—ra

g(z)

i) Se C' >0 e f(x) — 0 através dos valores positivos de f(x), entdo lim “— = +o0.

z—a f(gj)
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ii) Se C' >0 e f(z) — 0 através dos valores negativos de f(z), entao lim % = —00
Tr—a
iii) Se C <0 e f(z) — 0 através dos valores positivos de f(z), entdao lim % = —0
T—ra T
iv) Se C' <0 e f(xr) — 0 através dos valores negativos de f(z), entao lim fig +00
r—a
A demonstracao é exercicio para o leitor. Il
A Propriedade (3.18) podemos resumir do modo seguinte:
) C 400, se, C >0 i) C 400, se, C <0
i) —= i) — =
0+ —00, se, C<0 0~ —00, se, C>0

Propriedade 3.19.

Sejam [ e g duas fungoes reais tais que:

a) lim .f(z) = 00 e lim .g(z) = +oo entao: lim [f(z) + g(x)] = £o0 e

r—+o0 r—*+oo z—=+o00
i (@) g(o)] = +oc

b) lim .f(x) =400, L>0e¢ lim .g(x)=4ooentdao: lim [f(x)+g(z)] = £oo

r—+00 r—+00 r—+00

e lim [f(z)-g(z)] = +oo

r—F00

c) lim .f(x) =+o00, L<O0e lim .g(z)=+ooentao: lim [f(z)+g(z)] = £oo

r—F00 r—F00 r—+00

e lim [f(z) - g()] = £o0

r—F00

d) lim .f(x) = —o0, e lim .g(z) =400 entdo: lim [f(x)-g(x)] = —o0

r—F00 r—F00 r—F00

e) Igrfoo S@)=L, L#0e xgrinoo .g(x) = £o0o entao: wErEOO% = 0.

A demonstragao é exercicio para o leitor. Ao substituir a expressao x — £oo por

r — a estas propriedades permanecem validas. Il

A Propriedade (3.19) podemos resumir, usando os seguintes simbolos para K constante
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diferente de zero.

( )
iii (+00) + (+00) = +00 iv)
v) (400) - (+00) = 00 vi)
vii) (400) - (—0) = —c0 viii)
K >0
ix) K-(4o00)= T00, 88, - X)
—o0, se, K <0
K <0
i) K- (—o0) = { +00, se, <
—o00, se, K >0
Exemplo 3.38.
. 5ut + 1 :
Seja f(z) = pe Y calcular J}E{{ S(x),
Solugao.

Christian José Quintana Pinedo

z—1t r—1

n €N
neN

lim .f(z) e lim.f(z).

¢ par

é impar

6
Ao substituirmos x = 1 em f(x), observamos que temos a forma — o qual indica que

o célculo dos trés limites é infinito. Para determinar o sinal de co(4+00 ou —oo) devemos

calcular o comportamento da funcao para valores proximos a z = 1.

i) lim[bz*+1] =6
z—1

ii)

lim[z? + 2 — 2]
r—1

=0

Para x < 1 (proximo a 1) temos (r — 1) < 0 e (x + 2) > 0; logo o produto
(x—1).(x+2) <0, assim lim (x4 2)(x — 1) =0".
T—1—

Analogamente, para > 1 (proximo a 1) temos (r —1) >0 e (z+2) > 0; logo o
produto (z — 1).(x 4+ 2) > 0, assim lim+(x +2)(z — 1) =07,

z—1
Entao:
[ 5zt +1 ]
lim . =l —| = 1
@) Jfm-fl) =l ) = |
. o[ brt+1 ] .
b) Mim . flo) = lm | =5 | = m,
) Szt +1
© W=
Exemplo 3.39.
3r+1
Calcular o limite  lim {QL] )
=3~ |24 — 2 — 6

’ = +00. entao lirq Jf(z) = +o0.
z—
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Solugao.

) 3r+1 . 3r+1 . 10
lim | —| = lim = lim |[—————| = -
3~ |22 —x —6 23— | (z —3)(z +2) a3 [ (x—3)-5

Exemplo 3.40.

. . o . —Hxr — 81
Determine o valor do sequinte limite:  lim .
T CEy
Solugao.
Calculemos os limites laterais:
, —Sr—81 | _ . [=Sr—81)[ 1 ] —96 (100) = (+00)
im = lim =|(—).(+00) = (40
a3t [(r+3)(x—1)| 2=-3+| -1 | |z+3] —4
I B S lim [—5x—81][ 1 | [—96 (—00) = (—o0)
3= | (2 +3)(x—1)] a5 2—-1 ||z+3] \ -4/ -
Portanto,  lim —ov — 8l = 00.
e CEDEE]
Exemplo 3.41.
2 _br+4
Determine o valor do sequinte limite: lim [w] :
=3 | /x? —br + 6
Solugao.
No célculo de limites laterais quando x — 3" temos:
2 _b5r+4 1
lim [$] = lim [2* — 5z + 4] [—] = (—2).(+00) = —0
e=3t [V/22 =5 +6 z—3+ Va2 =5z +6

Quando = — 3~ temos:

i [%] — o 5o 4] | = (-2 () = 8

Portanto, lim { =3, (ndo existe).

r—3

x2—5x+4}
Va2 —5x+6

Exemplo 3.42.

Calcular, lim P(z)
r—+o00 Q(Jj)

onde P(x) e Q(z) sao polinomios de graun e m respectivamente.

Solugao.

. P(x) apr” + a1 "+ a2+ -+ a7 + a,
im = lim
z—too Q(x)  a—Eoo [ box™ + bix™ T + box™ 2 4 -+ by + by

n a a an—1 a
. x(a0+_l+_§+_|_nl_’_w_z> i aox”
r—+o00o m b -+ b1 bm—2 bm—1 bm z—=400 b xm
x ( 0 x I2 e xm—l xm 0
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00, se, n>m
P(x) Qg
lim — — se, Nn=1m

r—r+o00 Q(:L‘) b()’
0, se, n<m

Exemplo 3.43.

5ax2 — 3

3_9 1
Calcular o limite lim {&E—mjL} .
r—+00

Solugao.

62 —2w 4+ 1 (236 -2+ %)
lim [————| = lim z =

z—+o00 5r?2 —3 T—+00 x2(5 — p)

_ (6 —0+0) +00
lim = = 400
T—+00 (5 — 0) 5)
, 62> — 22 + 1
Portanto, ZETOO [W} = +00.
Exemplo 3.44.
/8 — a3
Calcular o limite  lim {2—] .
z—2t | 1% —4
Solugao.
, V8 — a3 —x3 —x)(4—|—2x—|—x2)
lim = lim lim =
z—2+ 1‘2 xz—27F :v—>2+ JZ -+ 2) (ZL’ — 2)
, (44 2z + 22) _ 12
e \/ et 2P —22 e \Ga@—22

Portanto, lim [ = +00.

r—2+

e

x2—4
3.6 Limite de funcgoes transcendentes

3.6.1 Limites trigonométricos

Para o céalculo de limites trigonométricos consideremos a seguinte propriedade.

Propriedade 3.20.

1. lim.senx =0 2. lim.cosx =1 3. lim [senx] =1
z—0 z—0 z—0 X

4 lim [taﬂx] 1 5 lim {“ﬂ} 0 6 Ilim F—ﬂ} _1
x—0 X x—0 x x—0 J;Q 2

Demonstracao. 1.
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T
A fungao seno verifica | senz |<| z | para todo z € (0, —). o
Mostrarei que, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que | B
senz |< e sempre que 0 <| z |< 4. i
s * ®
Seja e > 0 qualquer e considere §; = ¢ e § = min .{ dy, 5 b g - B IE00)
logo da desigualdade 0 <| x |< § verifica-se que &/
it y2= 1
| senz |<|z|<d<¢
Isto &, |senz |<e. Figura 3.8:

Portanto lim .senz = 0.
z—0

Demonstracao. 2.

Observe que, lim . cosz = lim ./1 — (senz)? = \/1 — [lim .senz]? =1
z—0 z—0 z—0
Demonstracao. 3.
Da Figura (3.8) temos as desigualdades: BB’ < ArcoAC < AT.

~ ~ . . ™
Entao senz < z < tanz, sendo a fungdo senz positiva no intervalo (0, =) temos
T

1 <

<
senx COs ™

logo, cosx < —— < 1 aplicando o limite, pela parte 2. de esta
x

propriedade e da propriedade do sanduiche segue-se que:

sena.
lim =1 (3.6)
z—0+t T
: . _ P . senx . sen(—t)
Seja x = —t, entao quando x — 0~ temos t — 07, assim: lim = lim ———=
z—0— X t—0+ (—t)
. —sent 5
lim , entao:
t—0t ;
senz sen
lim = lim — =1 (3.7)
z—0— & t—0t ¢
senw
De (3.6) e (3.7) segue-se que lim =1
x—0
Demonstracao. 4.
tanx senx 1 senx
Temos lim = lim = lim lim =1
z—0 I r—0 g CcOS T x—0 X z—0 COS X
Demonstracao. 5.
De identidades trigonométricas temos:
. 1—coszx . 1l—cosx 1-+cosx
lim ——— = lim .
7—0 T z—0 T 1+ coszx
) sen’x sen senz 0
lim —mM— im . =1-=0
a0 x(l+cosx) 220 x 14 cosx 2

Demonstracao. 6.
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. 1—coszx . 1—cosx 1+cosx

lim ——— = lim . =

0 2 20 2 1+ cosx
) sen’zx _ rsenxi? 1 1 1
hm—zlm[ ] =1-==
=0 22(1 +cosx) a=0Ll x 1+ cosz 2 2

3.6.2 Limites das fungoes trigonométricas inversas

Para o calculo dos limites das funcoes trigonométricas inversas, é necessario con-

siderar os limites que se mencionam na seguinte propriedade:

Propriedade 3.21.

. . ™
a) lim .arcsenz =0 b) lim.arccosx = +—
z—0 x—0 ¢ 2
. arcsenx . arctanw
c) lim—=1 d lim———=1
x—0 €T x—0 X
, T , T
e) lim .arctanz = —— f)  lim .arctanx = +—
T——00 2 T—+00 2
Demonstragao.
. . . ™
a) Considere a seguinte mudanga de variaveis: ¢ = arcsenz onde —1 <z <1 e ) <
™ ~
t§§,entaox:sent,sea:—>0temos t— 0.
Logo, lim .arcsenz = lim .t = 0.
z—0 t—0
. . . arcsenx
c) Fazendo mudanga de variaveis como na demonstragao da parte a) temos hII(l) —_— =
T— i
) t
lim — = 1.
t—0 sent

Exemplo 3.45.

sen6bx
Calcular  lim
x—0 x

Solugao.

Considere a mudanga de varidveis 6x = ¢; entao quando = — 0, teremos que t = 6 —

) . senbx . 6-senbx . senbx . sent
0 assim, lim = lim ———— = 6. lim = 6.11I%T =6(1) =6.
_)

x—0 T z—0 6x x—0 X

Exemplo 3.46.

. . . senax
Determine o valor do limite  lim )
B =0 senbx
Solugao.
. senax . senar a.bx a =
Observe que  lim = lim - —— = lim - - %%~ quando x — 0 temos
z—0 senbx z—0 senbxr a.bx —~0b T
ar — 0 e br — 0, assim resulta que:
senax lim w}
lim—'izg[am_>0 S U
z—0 b senbx b Ii senbx b b
bx 1m “or
bx—0 T
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. senar a
Portanto, lim =-.
z—0 senbr b

Exemplo 3.47.
Calcular  lim [

sen?(sen3x)
z—0 )

1 — cos(sendz)
Solugao.

Quando z — 0 temost = sen3x — 0 e r = sendx — 0; logo fazendo mudanca de

variavel, segue que t — 0 e r — 0 entao:

2
(sen3z)? [—Ser;(csrfgjz)]

lim sen?(sen3x) — lim [sen(sen3x)|? — lim _
z—0 ] — COS(SGH4ZL‘) x—0 (sen24x) |:1fcos(sen4x)i|

1 — cos(sendx) :
sen<4x

sen3z 12 | sen(sen3z) 2 911 sendx 2 li sent 2
ol ] ofimes] [ o pp o

— lim 3x sen3x 32—0 3z . 50 .
o sendz 12 | 1—cos(sendx o . 2 . cosT o 2 17
RO e B e

[ sen2(sen3z) ]:

Portanto, li 0
ortanto, lim =
2—0 | 1 — cos(sendx) 8

Exemplo 3.48.

Determine o valor do limite  lim

[cos T — cos(senél.r)]
5 .

z—0 xr
Solugao.

. [cosz — cos(sendz) . [1—cos(sendz) 1—cosx
lim = lim — =
z—0 T2 z—0 2 2

. [1—cos(sendz)] [sendz]®> . 1—cosx

= lim —lim ————— =
2—0 x? sendx =0 g2

_ {1 - cos(sen4a:)] {senéla:r 1
= lim —

z—0 sen2?4x x
2
~ lim 1 — cos(sendx) i sendx |© 1 — 1 -16(1)* — ! = 1
sendz—0 sen?4x 420 g 2 2 2 2
— 4 1
Portanto, lim {cosx cos(sen x)] = _5 0
z—0 2

Exemplo 3.49.
arcsen(x — 2)}

Determine o valor do limite  lim
% — 2z

r—2

Solugao.
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Temos aplicando a Propriedade (3.20) ¢) que:

_9 1
{%]:% =) =5

lim
x—2

arcsen(r —2) 1
x? =2z

Portanto  lim [

r—2

arcsen(z —2)] 1
x? —2x B

Exemplo 3.50.

Calcular  lim
z—0t

arcsen(3x)y/tan
zy/cscx —cotx |

Solugao.

Do fato ser a tangente positiva quando z — 0" entao existe v/tan x; para o caso x < 0
temos tanx < 0, logo nao tem sentido o limite x — 0~. Observe que quando x — 0%

entdo 3z — 07 e da Propriedade (3.20) c) segue:

I arcsen(3z)y/tan x i 3-arcsen(3z)| | tanz
11m = 11m —
=0+ | xy/cscx — cotx z—0+ (3x) cscx — cot

t tanz 1
—3(1) lim 4/ —————— = 3. lim r =3, =3V2
z—0+ \ cscx — cotx e—0t \ x - cscx [ﬂ} 1(5)

T2

Portanto,  lim [

z—0t

3 t
arcsen(3z)v/ anx} _ 33
ry/cscr — cotw

3.6.3 Limite da funcao exponencial e logaritmica

Considere os seguintes limites sem demonstracao:

1 n
3. lim Ln[f(z)] = Ln [lim f(a:)] 4. lim {1 n —} — ¢ onde e ~ 2, 71828182 - -
n—a n—a n—+00 n

Exemplo 3.51.
Calcular liH(l) v1+x.
r—

Solugao.

1
Quando x — 0, entdao n = — — 400, fazendo mudancga de variavel no limite original

T
1 n
resulta:  lim v/1 4+ 2 = lim {1 + —] =e.
x—0 n

n—-+00

Portanto, lil% Vi+zxz=e.
T—>
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Exemplo 3.52.

Ln(1
Calcular  lim M
z—0 €T
Solugao.
Ln(1
Temos: lim In(l +2) = lim Ln(1 + :13)% = Ln (hm(l + a:)%> = Lne = 1.
x—0 x z—0 x—0
Ln(1
Portanto, lim M = 1.
x—0 €x

Exemplo 3.53.

a n
Calcular hr_"I_l [1 + —] , sendo a > 0 numero real qualquer:
n——+o0o n

Solugao.
. n
Se n — 400, entdo m = — — +00, logo
a

1 - a ' 1 mAa
P m——+0o0 m

lim [1 + %]n = lim

n—-+4o00 n—-+4o0o

Portanto, lim [1 + ﬁ} = e’ O
n—-4o0o n
Exemplo 3.54.
h—1
Verificar a sequinte iqualdade: }llirré ¢ = Ln(a).
ﬁ

Solugao.

Seja s = a" — 1, entdo h - Ln(a) = Ln(s + 1), quando h — 0 temos s — 0, no limite:

. ah —1 lim S — Tim S Ln(a) .. s-Ln(a) . s-Ln(a)
im =lim - =lim ———~ = lim ——* = lim ———~
h—0 h h—0h  h—0h-In(a) »—0 Ln(a®)  s=0Ln(s+1)

a" —1 1
}lll_)l’% h = Ln(a . W = Ln(a)
s—0 s
isto pelo Ezemplo (3.52).
h
—1
Portanto, lim ¢ = Ln(a)
h—0
Exemplo 3.55.
Calcular  lim (1 + @) sendo lim .f(x) um nimero finito.
T—00 €T T—00
Solugao.
Sejam = M, pelo fato ser lim . f(x) um ntmero real finito, quando x — oo, m — 0.
xz T—r00

T X
Considere y = (1 + M) entao pelas propriedades do logaritmo:
x

f(z)

Ln(y) =z -Ln(l +m) = - Ln(l +m) = f(x) - Ln(1 +m)

m
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lim Ln(y) = lim Ln (1 + @)x = lim f(x)-

T—00 T—r00

pelo Exemplo (3.52) segue:

Ln(lim y) = lim f(x)- lim Lol +m) = lim f(x).(1) = lim f(x)

T—r00 T—>00 m—0 m T—r00 T—00

Logo Ln ( lim y) = lim .f(z) = limy= ezlew.f(x)
T—00 T—00 - T—00
Portanto,  lim <1 + @) _ ezgmw-f(x)'
Tr—r00 €x
Exemplo 3.56.
1 n_1
Calcular  lim %,
a—0 o

Solugao.

Seja m = (1 +a)”—1, entdo Ln(m+1) = n-Ln(1l + «); quando, o — 0, m — 0, logo

no limite temos:

. I+a)"=1 . m . m-n-Ln(l+«)
lim ———— = lim.— = lim . =
a—0 a a—0 a=0 - -n - Ln(l + a/)
. m-n-In(14+«) .. [Lon(l+a) m
= lim . = lim o =
a—=0  «-Ln(l+m) a—0 « Ln(1+m)
Ln(1 1
Aplicando resultado do Exemplo (3.52), = lim n(l+a) . ‘n=n.
a—0 o . Ln(l1+m)
lim ———=
m—0 m
(1+a)"—1

Portanto, lim = (1)(1)n =n.

a—0 o

Observacao 3.7.

Para o cdlculo dos limites da forma lim[f(x)]9®) considere os sequintes casos:

r—a
1° Caso : Se existem lim.f(x) = A e lim.g(x) = B e s@o finitos, entdo o limite
Tr—a T—ra
lim[f(z)]9® = AB.
T—ra

2° Caso : Se existem lim.f(x) = A# 1 e lim .g(z) = B sendo B = %00, entdo o limite:
r—a rT—a
400, se, A>1 e B=+40c0
—00, , A>1 B=-—
lim[f())*0) = § 77 ) >
z—a 0, se, 0<A<1l e B=+4o00
+oo, se, 0<A<1l e B=-x
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3° Caso : Se lim.f(z) =1 e lim.g(z) = 4o0; nesta caso 15 ¢ uma forma indeter-
r—a Tr—a
minada; logo temos que definir h(z) = f(z) — 1 de modo que lim .h(z) = 0; logo
r—a
h(z).g(x) im .h(zx).g(x
lim[f ()9 = lim[1 + ()Y@ = lim [[1 + h(:v)]hér) T el ) e@),

T—ra T—a T—ra

Exemplo 3.57.

2 _ 95 (z-3) 3 9 (z+5)
Calcular: a)  lim ‘ b)  lim v .
=5 | r—05 z—too | ©x — 4
Solugao.
22— 2517
a) Aplicando 1° caso da Observagdo (3.7), temos: ling_) [ g } = 10? = 100.
T— T —

r—5 xr —

2 25 (z—-3)
Portanto lim {x 5 ] = 100.

b) Aplicando o segundo caso da Observagio (3.7), temos:

2
lim {3x+ }:3 e lim (z+5) =400

z—too | ¥ — 4 r—+00

(z+5)

3 2
Portanto lim [ vt } = +00. O

r—400 T — 4

Exemplo 3.58.
r __ mr __ | rz—1 _ xz—1
Calcular: a)  lim {u} b) lim {a } c) lim [%]
x—0 € z—=0 | g™ — 1 z—1 2 —1

Solugao.

a) Pelo Exemplo (3.54), observe que, lim [u] = lim {(m )~ (n )] =

x—0 x z—0 xr

] = Ln(m) — Ln(n) = Ln(ﬂ)

z—0 €T xT n

) [m” -1 n*—1
lim —
[mx —n®

Xz

| =),

n

Portanto, lim
z—0

b) Quando x — 0 entdao mx — 0 e nx — 0, podemos escrever:

amr — 1

a™ — 1 mx ma a= =1 m Ln(a m
lim = tim [ 22] | i |2 | e = 2 (@) _m
x—0 | g™ — 1 z—0 L nx a -1 z—0 Lnx J z—0 a7 n Ln(a/) n

nx
a™ —1 m
Portanto, lim [ } = —.
z—=0 | g — 1 n
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. 1 e t—1 ag=1—-1 1. et —1 1. a* 1 —1
= lim . — =-lim|——| —=lim |——| =
a—=1|r+1 r—1 r—1 22—1| v —1 22—1| x—1
Fazendo y = x — 1 entao quando x — 1, y — 0; logo

1 . et —1 1. a* 1 —1 1. eV —1 1. ay —1
—lim |[—————| — =lim | ————| = = lim — —lim =
221 x—1 22-1 x—1 2 y—0 Y 2 y—0 Y

r—1

z—1 _ z—1 1
Portanto, lim {i] = 5[1 — Ln(a)]. O

Aplicacoes diversas de limites

Exemplo 3.59. -

sena — sen3x

1
sena + sen3dx | sendz
x—0

Calcular: a)  lim {

Solugao.

a) Este limite é do 3° Caso sa Observacao (3.7) , considere y = , observe que:

sendx
x — 0, (sen3x) - 0 e y — oco. Logo :

lim
x—0

sena — sen3x sen3z—0 __ sendz

sena

1
senaT - 1
1 + . L Y ]. + ; v sena 61 sena 2
. y-sena . y-sena —_—
- hIIl T 1 — lll | — 1 = —1 — @sena ,
y—oo | 1 — y—00 1 — e~
y-sena y-sena

sen3z—0

1
sena + sendx | sense
sena — sen3x

1 1
3x 3
. sena + sendx | serdz ) ] 4 8en3e 7 Sendz
= lim {—} = lim P sena

3
Outro modo de resolver é considerando f(z) = SCNa T sendr e g(x) = 5=, entao
oeen3 sena — sen3x
sen3x
h — —_ 1 = 1' — 0.
(x) = /() sena — sen3x ¢ yl—I>I(1)g($)

2 2
Do fato lim .h =1 = .
o tato ylg(l) (m)g(a:) ylg(lJ sena — sen3x sena

— @sena

Portanto, lim
z—0

1
sena + sen3x | sense 2
sena — sen3x
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b) Ob 34+ 322+ 20— 1 x3—1—2x—5+ 32+ 4 . 3x2+4 .
serve = = ———————  entao
342 —5 3 4+2r -5 a234+2x—5 342 —5'
) 23 322 420 — 17" ) 3z24+4 1%
lim = lim |1+ ——+— .
z—-+00 342 -5 z—+00 x34+2x—5
3 4
Sejam h(z) = #—;_5 e g(x) = x+1 como xgrfoo h(z)=0ce $1_1>riloog(:z:) = 00.
23 4+ 322 4+ 27 — 17
L lo 3° Caso da Ob ao (3.7 li =
ogo pelo aso da Observagao (3.7) segue que, Jm [ T }
hm h(x)(x+1)
er—+
3 2 1 z+1
Portanto, lim 2° + 3a® + 20 — =3, O
T—>—400 x3 + 21 —

Exemplo 3.60.

Calcular: a)  lim
z—0

[Ln v/ cos 8x]

512

1
b) lim { 4 — 34/cos a:} ’

z—0
Solugao.
L 5/
a) Temos: lim Lnycos s = lim -— - Lnv/cos8z =
x—0 5;1}2 x—0 53;‘2

lim
z—0

3 lim (V/cos 87)%2 | = Ln | lim (cos 8x) 252
T

z—0 x—0

1
[Ln v/ cos SZU] B [ ;
D ——— _— n

Aplicando a parte 3* da Observa(;éo (3.7) quando f(z) = cos8x, observe f(z) — 1.

Seja h(x) =cos8x —1 e g(x) = STl pois , g(z) = 400 quando x — 0.
cos 8z )
Logo Ln [hm Sz {hm 1+ cos 8$]ﬁ} 2502 } _ Ln[e_%].
) Lnv/cos 8x 64
Portanto, lim | ——————| = ——.
z—0 5x? 50

1 3
b) Sejam h(z) = 3(1 — \/cosz) e g(z) = 5,2 entao liH(l] h(z).g(x) = g ©como h(z) =
z—
(4 —34/cosz) — 1 sendo lir% h(z)=0 e liIT(lJ .g(x) = 400, temos:
z—> T

z—0

1
22
lim { 4 — 3\/0084 = hm [4 3\/Cosx]ﬁ = %

L
22

Portanto, lir% [ 4 — 3\/COS.Z"| -

Tr—
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Exemplo 3.61.

. se [
Determine o cdlculo do limite:  lim Ln(n)
~ n—00 n2 —+ 2
Solugao.
Para todo n € N sabe-se que —1 < senn! < 1, como —; ) >0, Vn €N, entdo
n
n - sen(n!) n

multiplicando a desigualdade do seno temos que — n < < )
o n2+ 2 n2+ 2 n? + 2
Calculando o limite:

, n - sen(n!) _ n . n-senn!
— lim < lim ——= < lim = 0< lim —<
n—o00 ’)’L2 —+ 2 n—00 n2 + 2 n—o00 n2 + 2 n—00 712 + 2
n - sen(n!
Portanto,  lim # =0

n—o00 ’rL2 —+ 2

Exemplo 3.62.

Calcular:  lim .
z—1 sen3nx

SenmT

Solugao.

Sabe-se que, se x -1 = y=mxr — 0 assim:

seny
. osenmx . seny .y -seny . y 1
lim = lim = lim2>—2 =lim-—2—-— = —
elsendmr  y—0sendy y—0y-sendy y—0 3-sendy 3
3y
Senmwx 1

Portanto, lim =
z—1sendnmr 3

Exemplo 3.63.

t
Calcular o limite : lim an 7r5(:.
z—-2 T + 2

Solugao.

Considere a seguinte mudanca de variavel: y = z + 2, entdo: tanmz = tann(y —2) =

tan Ty — tan 27 tanmy — 0 senmy
1l +tan7y-tan27 1+ tan7wy -0 COos TY
ta se se 1
No limite: lim T gy DY gy XY =
t—=-2 r+2 zo-2y-cosmy y—=0 gy CoS Y

Quando y — 0, temos 7y — 0, logo:

tan Tx . senmy . u
im = lim - lim =1-—=n7
e=—-2 x+2  wy=0 my  7y—=0CcosTY 1
. tanmx
Portanto,  lim =T

r——2 T + 2
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Exercicios 3-4

1. Verificar o célculo dos seguintes limites:

T+ 2
1. 1
:cigl‘L 2 —4

V16 — 22 B

3. lim —00 4.
r—4= xr — 4
22 — bx — 3
5 lim i U —00 6.
r—1+ x—1
32 —9x —6
7. lim X "2 _ Lo 8
z—2- 12 +x—06
5/ 16
9. lim L= 10.

2. Calcular os seguintes limites:

1. lim
T—+400

3r—2  4r 622 —1
6 7 3
3. fim VI VR
T—+00 5\/1»4_’_%

5 lim 4(zvVa?2+1—2?)

2z xr+1 x }

r—r—+00
2 _ _
7. lim —39& 9w =6
z—2- 12 +1—06

3. Mostre que, lim .f(z) = oo se, e somente se

z—0t

4. Determine constantes a e b tais que:

) 3+ 1
1. lim +Va2+2—ax| =0
zotoo | 22 + 1
3. lirf [\/:B2—x+1—ax—b]:0
Tr—r—+00
1+ 2z

5. Quando x — 0 temos y =
T
tenhamos a desigualdade | y |> 10%?

6. Mostre que a funcao y =

= 400 2.

4
4
4
¢ \'

) 2 -9
lim — =+
=3+ 1 —3
I 1 3 B
zlig x—2 x2—4| >
. 33+ 222 — 1
Ilm ——— = —x
z——o0 222 —3x +5
! 53 + 1 n
im ——————— = 400
z—20+ 2023 — 800x

i 1 1
lim —
=1 |1 —a 22—-220-—-1

| = 4o

. v ?
2. lim

v=00 73/7 + 3V/28
4. lim (zvVa2+1—2%)

T——00
4 — x?
6. lim—
r—2 ;CQ —+ 1
V34t -3+
8. lim
z——o00 2?2 +5x +1

T—r+00

lim f(i) = 00.

ser o valor de z para que a magnitude | y | seja maior que 10007

211

— 00. Que condic¢oes deve cumprir x para que

¢ infinitamente grande quando x — 3. Qual deve
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7. Verificar que:

x T =y
1. arcsenz = arctan ———— 2. arctanx — arctany = arctan .
1 —a? +xy

8. Sejam f(x) = senWZaj +cos(arctan z) e g(z) = sec(2—xz) —tan(arcsec(—xz)). Calcular

f(1) —9(Q2).

9. No sentido da Defini¢io (3.7):

1. D t oo ! =+
- Demonstrar que:  lim TEEe 00.

2. Demonstre que: se g(x) > f > 0 para todo z, e se limg(z) = 0, entdo

rT—a
lim —— = 4o0.
z—a g(T)
10. Um triangulo retangulo isosceles cuja base AN
esta dividida em 2n partes (quadrados) tem /[/ﬁ h\]\
inscrito uma figura escalonada segundo a F'i- T
gura (3.9). Demonstre que a diferenga entre /[/ﬁ h\l\
a area do triangulo e a figura escalonada é
infinitesimal quando n cresce infinitamente. Figura 3.9
11. Para os seguintes exercicios esbogar o grafico no intervalo [—27, 27]
1. f(x)=cos (W H; H) 2. f(x)=2cos <7r7x>
3. f(z)=sen(r | z |)) 4. f(z) = sen (?)
5. f(z) =|sen| x| 6. f(r)=sen2|z|
7. f(x) =sen (x - %) 8. f(z) =2tan (g) + senx
12. Verificar o célculo dos seguintes limites:
1 lim tanx —3 senr _ 05 2 lim tan axr — tan®z . 01
z—0 T z—0 tanx
1 —cos3x 9 r—senar 1—a
3. lm———=— 4. i = b+# —1, 0
2501 —cosda 16 zlgtl):r—l—senbx 1+0b 7 a
1—a22 2 — 1
5. lim A 6. lim —sen(ﬂ z) = —
=1 senmr T a=r x(m — ) T
7. G LTCOSAT @ g ST

z—0 2 2 =7 (E — I‘) -
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9 i L2057 _ V3 10, fim LHCosTE T
=% T —3x 3 90%133'2—21‘—}—1 5
1— a8 1_
11. lim R § 12.  lim M — 9
e—1sen(l —z?) 2 sz -1
V222
13.  lim =2 14. lim 4x-cotdr =1
z—0 tan xx/m 20
. 20 - . =
15. lim =4 16. lim = tan ( > _
20 (tan x — senx)? o500 5 >
tan(1 5 .
17, fiy B teosy) 5 Sen(\r 2 1
z—m cos(tanz) — 1 e =1
19. lim w =9 20 lim arcsen5m _5
w0 r z—0 arctan x

13. Considere um triangulo equilatero de lado a. Suas trés alturas servem para gerar
um novo tridngulo equildtero e assim sucessivamente n vezes. Determine o limite

da soma das areas de todos os triangulos quando n — +oc.

14. Um circulo de raio r tem inscrito um quadrado; este tem inscrito um circulo o qual
tem inscrito um quadrado, e assim sucessivamente n vezes. Determine o limite das
soma das areas de todos os quadrados quando n — +00. De modo analogo para a

soma das areas de todos os circulos.

15. Mostre que, se f e g sao duas fungoes definidas em (a, +00) e (b, +00) respecti-

vamente; se }IEFH Slx)=1L e tliin .g(z) = M entao:

a) lim [C'- f(z)] = C - L para C constante.

Tr——+00

b)  lim [f(z)+g(x)] = lim .f(z)+ lim .g(z)=L+ M

xto+o00 zto+o00 xto+00
O Al gl = i S i gle) = LM
lim .f(x)
. f(:L’) xtot+oo L
d 1 = = — desd M # 0.
) rtortse [g(m) lim .g(z) M esde que M

xto+00

16. Calcular os seguintes limites:

1 — /cost
1. lim _ oSt 2. lim z.tan (E) 3. lim ST Veos?y
-1 (7 — 2x) 2400 x 20 x?
T senx + x arctan 3z
4. lim —— 5 lim — 6. lim —
wlgtl) \/m :cl—{% T xli% arcsendx
1— 3 1— 2
7. lim(secx —tanz) 8. lim (1 = senz) 9. lim cos et

P e—2 (1 + cos2x)3 e—7% sen(r — %)
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. xt — xisen’x . z(vVI+ cosz —/2)
10. lim 11. lim
z—=0 1 —cosx z—0 V1 —cosz

x.sen(sen2w) sen(h + x) — senh

12.  lim 13. lim
2—0 1 — cos(sendx) 20 x
14 lim 2 — \/cosT — cos T 15 lim cot(h + x) — cot h
xz—0 ;C2 x—0 X
2 1 t
16. lim = 17. lim e
=0 [sen?r 1 —cosx 2—0 (1 4 cos ax)(sec ax)
18, lim tan(h + x) — tan h 19, lim cos(h +x) —cosh
xz—0 x x—0 x
20.  lim sec(h 4+ x) —sech 21 lim 100sen3z + 200 cos
x—0 X T—+00 X
17. Calcular os seguintes limites:
1 m sen 2 lim arctan x 3 lim T + senx
T—00 I z—00 T z—00 T + COS X
L 171"
4 lim /22T 5. lim——"0 g lim |1+ —
2=0  2? 21 tan (Z£) @—+00 "
1 P
7. lim 2°[1 — cos (—)] 8. lim *%/cosx 9. lim <senx>
T—>00 X z—0 z—0 €T
10. lim — % 40 11, lim 2(\/22 + Vat + 1 — 2v/2)
z—oo ¥ +a= % T—00
1-— 1-—
12, lim 2 CosL Z o8 ) 13.  lim v/cosz + senz
z—0 x z—0
a”® .o
14. lim a>0 15.  lim v/cosz + asenbx
z—o0 % + 1 z—0

18. Verificar que lim /= = 1.

T—r+00

19. Mostre que se lim f(x) = oo, entao existe uma sequéncia {x,},cn+ de numeros
T—r00

reais tais que f(x,) > n.
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Miscelanea 3-1

1. Suponha-se que as fungoes f(z) e g(x) tém a seguinte propriedade:
2
"Para cadae > 0 etodox € R; se 0 <| z—2 |< senQ(%)—i—s, entao | f(z)—2|<e

ese()<|z—2|<e? entao| g(x) —4|<e

Para cada ¢ > 0 achar um 6 > 0 de modo que, para todo z € R :

1. Se0<|z—2|<d,entao | f(z)+g(x)—6|<e.
2. Se0<|z—2]|<0,entdo | f(x) g(x)—8|<e.
1 1
3. Se0<|z—2|<d,entdo |— — —| <e.
g(z) 4
1
4. Se0<|x—2]|< 4, entao ) 1 <e
g(x) 2
2. Mostre que, se lim f(z) = 0, entdo lim @) = 0.
x—0 z—0 X
3. Mostre que:
1. i = li - 2. i =1l
lim f(z) = lim f(-2) lim f(| 2 [) = lim f(z)
. N 1 . 1 _ .
3. lim f(z%) = lim f(2) 4. lim f(3)= lim f(z)

x, se, €@
1, se, z€l=R-Q

Mostre que nao existe o limite lim.f(x), qualquer que seja a € R.
T—a

4. Seja f(z) = {

. x, se, r€Q
5. Sejaf(x):{_x o, 5Cl—R—Q

Mostre que nao existe o limite , para qualquer a # 0.

6. Mostre que se lim M =L e a# 0, entao lim M =al
z—=0 X z—=0 @
. (az+1)" . .
7. Calcular lim A Considere separadamente os casos em que n seja: a) um
rz—oo

inteiro positivo; b) um inteiro negativo; c) zero.

8. Calcular os seguintes limites:

et — 2e tan z e B et 2
1. lim—-——r 2. lim 3. lim
x—2 sen(r — 2) z—7 tan 3z 2=3 1 — cos(z — 3)
1—coszy — & tanx — x Lnz
4. lm—o—2 5 lm-— " 6 lim a>0 a¢N
z—0 €T z—0 r — senx r—+oo0 ¢

4x
7. lm — neN 8 lim [cosw—] 9. lim — a>0,a¢N
T

z—+o00 e¥ z—0 x—+oo e¥
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10.

11.

12.

Christian José Quintana Pinedo

Mostre através de um exemplo que se existe uma sequéncia {z, },en+ de nimeros
reais tais que f(x,) > n, entdo nao necessariamente existe o limite de f(z,) quando

n — +o0.

Sejam f : [a, b — R e g : [a, b] — R fungoes tais que:

lim J(@) =1 = lim f(z) =limg(x)

T—C g(m) T—cC T—cC
para ¢ € (a, b).

Demonstre que, lim .f(x) = L se, e somente se lim .f(z) = lim .f(x) = L.
T—a xz—at x—a~

Um equipamento foi comprado por R$20.000 e espera-se que seu valor final depois
de 10 anos de uso seja R$1.500. Se o método da linha reta for usado para depre-
ciar o equipamento de R$20.000 a R$1.500 em 10 anos, qual o valor liquido do

equipamento depois de 6 anos?. Quando o valor do equipamento é 0 (zero) reais?



Capitulo 4

CONTINUIDADE

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass nasceu em Osten-
feld, no distrito de Miinster, Alemanha, no 31 de outubro de
1815, e faleceu em Berlin, em 19 de fevereiro de 1897.

Com 14 anos, ingressou ao Instituto Catdlico de Paderborn.
Sua atuacdo na Fscola foi brilhante, conquistando, com requla-
ridade espantosa, todos os prémios que almejava. Matriculou-se
na Escola de Miinster, em 1839, conhecendo ali Christoph Gu-
dermann (1798 —1851), especialista em fungoes elipticas. Conta-
se que 13 alunos compareceram & aula inaugural de Gudermann

e que a sequnda aula so compareceu Weierstrass.

Theodor Weierstrass Em 1841, Weierstrass apresentou-se para oS exames finais,
compostos de uma parte escrita e uma parte oral. Para o exame
escrito, trés temas foram sugeridos. Um dos problemas era ex-

tremamente complicado: “Determinar desenvolvimentos em série de poténcias das fungoes elip-
ticas”. Karl, depois de um ano de trabalhos, consequiu resolvé-lo, recebendo elogiosas referéncias
de Gudermann. Passando em sequida, pelo exame oral, Weierstrass obteve afinal, seu titulo de
professor, acompanhado de um certificado especial, por “suas contribuicoes & matemaética.”

Em 1842, Weierstrass foi professor auxiliar de matemdtica e fisica no Pro-Gymnasium de
Deutsch-Krine, na Prissia Oriental. Seis anos mais tarde, foi transferido para o instituto de
Braunsberg, onde permaneceu de 1848 a 1854. O catdlogo da escola, do ano de 1848, contém um
trabalho de Weierstrass “Contribuicoes para a teoria das integrais Abelianas”, que certamente hd
de ter provocado o espanto de seus colegas.

Foi nomeado professor de matemdtica da FEscola Politécnica de Berlim em julho de 1856.

O estudo da matemdtica, em moldes mais ou menos intuitivos, sofreu um sério choque no
momento em que Weierstrass inventou: “Uma curva continua que nao admitia tangente em
qualquer de seus pontos”.

Weierstrass deduz o sistema de nimeros reais R a partir dos nimeros naturais. Dedekind
utiliza 0s “cortes”, entanto que Weierstrass emprega as classes de racionais. As duas teorias estao
sujeitas a mesma critica que os logicos aplicam as ideias de Cantor. Weierstrass representa uma

espécie de sintese do movimento em favor de maior Tigor na matemdtica.
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4.1 Conceitos basicos

Intuitivamente, o grafico de uma fungao continua num intervalo (a, b)) C R pode ser
desenhado sem levantar o lapis do papel para esse intervalo (a, b). Nas fungoes desconti-
nuas, este grafico é interrompido nos pontos de descontinuidade. Decorre disto que uma
funcao é continua se a pequenas variagoes de elementos do seu dominio correspondem pe-
quenas variacoes nas imagens destes elementos. Nos pontos onde a funcao nao é continua,
dizemos que a funcao é descontinua, ou que se trata de um ponto de descontinuidade.

A continuidade de funcoes é um dos principais conceitos da topologial.

Sejam f e g fungoes definidas num mesmo intervalo, segundo os graficos mostrados

na Figura (4.1).

Haypsenes

Figura 4.1:

Observe-se que estas fungoes tém comportamentos distintos no ponto =z = a.

Entanto o grafico de f varia continuamente nas

proximidades de x = a, (nao tem furos); o grafico Y 5
y = f(=
de g apresenta um salto no ponto de abscissa x = a. fla)+e
. - . 1
A propriedade que tem a funcao f, de ter o gra- fla) = B(f(a), &)
fico variando continuamente nas proximidades do fa) ¢
ponto xz = a, pode ser descrita do modo seguinte: ; I

V. >0, 3 d>0/. ¥V zeD(f)
se acontece a— 0 < x < a-+ 9, entao: Figura 4.2:
fla) —e < f(z) < fla) +e (4.1)

Geometricamente, significa que, se x esta proximo de a entao f(z) esta proximo de

f(a), isto & lim .f(z) = f(a) (Figura (4.2)).
T—ra
A expressao (4.1) pode ser escrita do modo seguinte:

LA topologia é o ramo da matematica dedicada ao estudo das propriedades dos solidos que permanecem
inalterados por transformacoes continuas.
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Para todo, ¢ >0, 30 >0/. |x—al|<d implica | f(z)— f(a)|<e.

Se a func@o f(x) cumpre esta condigao, dizemos que f é continua no ponto = = a.

Definicao 4.1.
Sejay = f(z) fungao definida no conjunto A C R, ea € A; diz-se, que f € continua
no ponto r = a, se satisfaz as trés condigoes :

i) Existe f(x). ii) Existe lim . f(x). iii) lim .f(z) = f(a).

r—a T—ra

Se alguma das trés condi¢oes nao se cumpre, dizemos que f é descontinua em z = a.

Exemplo 4.1.

Determine se a fungao f(x) € continua em x = 3:

2
-9
m se, O<x< 5, T 7é 3
f) =14 °
3 se =3
Solugao.
3
3) ==
) 3=
29 3)(x—3 3
ii) lim.f(z) = lim ‘ = lim (z+3)( = —, existe o limite.
z—3 =312 —2r — 3 z—3 (flj + 1)( — 3) 2

3
iii) glclgzl)’ Sz) = 3"
Portanto, f(z) é continua em x = 3.

Exemplo 4.2.

Suponha que o custo de transporte de taza postal seja: R$0,30 até 300 gramas, e
R$1,70 se o peso for maior que 300 gramas e menor ou igual a 500 gramas. Se x gramas
representa o peso de uma carta (0 < x < 500), expresse a taza postal como fungao de x.

Solugao.
Temos f(z) = 0,30z se 0 <z <300; f(z)=1,70z se 300 <z < 500; isto &:

’

(@) 0,30z, se, 0<z <300
€Tr) =
1,70z, se, 300 <z <500

observe que a fungao nao é continua em x = 300.
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Exemplo 4.3.
22 —6x+1, se, 1<x<?2
Dada a fungao: f(x) =< 2z +6, se, 2<wx<3
3 — 15, se, 3<x<H
Determine a continuidade de f em x =2 e x = 3.

Solugao.
Para o ponto x = 2.
i) f(2) = —7 existe.

ii) Para o calculo de lir% .f(x) & necessario calcular os limites laterais.
Tr—r

lim .f(z) = lim (2 — 6z +1) = —T; lim .f(z) = lim (22 4+ 6) = 10

T2~ T2~ r—21 z—21

Portanto, nao existe liné f(x); assim, f(x) nao ¢é continua em = = 2.
z—

Para o ponto x = 3.
i) f(3) =12 existe.

ii) Para o céalculo de liné .f(x) é necessario calcular os limites laterais.
xr—r

lim .f(x) = lim (22 + 6) = 12; lim .f(z) = lim (z° — 15) = 12

z—3~ z—3~ xz—3+ xz—3+1
Portanto, lin% JSf(x) = 12; existe.
T—
iii) lim.f(z) =12 = f(3).
z—3
Observacao 4.1.

i) Suponha f(x) descontinua em z = a, de modo que existam f(a) € R e lim.f(x)
r—a
porém lim .f(z) # f(a), entao diz-se que a descontinuidade é evitdvel ou removivel,
Tr—a
pois podemos redefinir a fun¢ao f(x) de modo que lim .f(x) = f(a), isto é a fungao
Tr—a

f redefinida resulta ser continua em x = a.

ii) Se a descontinuidade em = = a nao é evitavel ou removivel, chama-se descontinuidade

essencial; este caso ocorre quando lim . f(z) nao existe ou nao é finito.
Tr—ra

Exemplo 4.4.
6 + 24

Determine os pontos de descontinuidade da funcao: f(x) = ———.

Solugao.
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Observe que 22 + 3z — 4 = (z + 4)(z — 1). O denominador da funcao ¢ zero quando

r = —4 ou x = 1, esses sao os possiveis pontos de descontinuidade, pois f nao esta
definida nesses pontos e os limites respectivos sao: xli>n_14 Slx) = —5 © :15153 Sx) = 0.
A descontinuidade em x = 1 é essencial e no ponto x = —4 é evitavel; para os demais
valores de = a funcao é continua.
fxi se, x # —4
Podemos redefinir a funcdo f(z) assim:  g(z) =<{ * 6+ S —4
5 se, x=—4
Observe que g(x) é continua em z = —4, entanto a descontinuidade em =z = 1 é

essencial.
Para algumas demonstracoes de propriedades de func¢oes continuas, algumas vezes é

util a seguinte defini¢do, equivalente a Defini¢ao (4.1).

Definicao 4.2.

Sejay = f(z) fungao definida no conjunto A C R, ea € A; diz-se, que f € continua
no ponto r = a, se:

Dadoe >0, 3 6>0/. x€ B(a, ), entao f(z) € B(f(a), €); ou

Dadoe >0, 3 06>0/. |r—a|l<d = |f(z)— fla)|<e.

Definicao 4.3. Continuidade num conjunto
Uma funcao f: A — R, diz-se que € continua no conjunto B C A se, e somente

se € continua em r =a, VYaé€ B.

Exemplo 4.5.

Mostre que a funcao constante é continua em todo seu dominio.

Solugao.

Sejam k € R uma constante, e f : A — R definida por f(x) =k Vzx € A, entdo
fla)=k Vae A. Logo, dado £ > 0 existe 6 > 0, pois

| f(@) = fla) [=|k=k[=|(z—a) +(a—2)[< 2]z —al|<e = 5:%

Portanto, sendo x = a um elemento arbitrario, f(x) = k é continua no conjunto A.

Exemplo 4.6.
Mostre que a fungao f(x) = 2 € continua em todo seu dominio.

Solugao.
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Seja f : A — R definida por f(z) = 2> Vuz € A, entdo f(a) = a* para = = a, onde
a € A; assim dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que:

| f(@) = fla) |=[2* —a® |=|z —a| |z +al<|z—al|(z][+]a])  (42)

Se a = 0 a desigualdade é imediata.

Por outro lado seja a # 0, quando | * — a |< ¢ e da propriedade || z | — | a || <|
r —a|< Jsegue-se que | x | < 6+ | a |, considere um §; = %, entao temos | z |<
[ a] 3lal
< — = 4.3
ija)= 2L (4.3

De (4.2) e (4.3) segue que:

3lal
2

5lal

—a|<
2|:ca\8

| f(@) = fla) [ <[z —al(z[+]a]) <lz—al. +lal) <
la| 2¢
27 5]al
f(a) |< e sempre que | z —a |[< 9.

Considerando 4 = min .{ } temos, para todo € > 0 cumpre-se | f(z) —

Propriedade 4.1.
Sejam f(x) e g(x) duas fungoes reais e continuas em x = a e k uma constante real,
entao:
i) k- f(x) é continua em x = a. ii) (f+g)(z) € continua em x = a.
iii) (f-g)(z) é continua em x = a. iv) | f](x) € continua em z = a.
V) (g) (x) € continua em x = a, desde que g(a) # 0.
Demonstragao.(ii)
Da continuidade de f(z) e g(x) temos glcl_I)I(llf(l') = f(a) e il_r}(llg(a:) = g(a)
da defini¢ao da funcao (f £ g)(z) = f(x) £ g(z) e da propriedade de limite da soma,
segue-se que:

lim(f =+ g)(z) = lim[f(2) + g(2)] = lim . f(z) £ lim .g(z) = f(a) £ g(a) = (f = g)(a)

Tr—a Tr—ra r—a rT—ra
Portanto a fungao (f £ ¢)(z) é continua em x = a. d

As outras propriedades mostram-se aplicando propriedades de limite, é exercicio para

o leitor.

Observacao 4.2.
A reciproca da Propriedade (4.1) nao necessariamente € verdadeira como se mostra

no sequinte exemplo.
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Exemplo 4.7.

0 <0
As fungoes reais f(x), g(x) e h(x) definidas por: fz) = , se, T <
1, se, >0

1, se, <0 -1, se, <0
) = ’ ) — hl': ) ) =~
9() {0, se, x>0 () {1, se, x>0

nao sao continuas em x = 0.
Porém, para todo = € R temos f(z) 4+ g(x) =1, f(z)-g(x) =0 e | h(x) |= 1,assim,

estas trés ultimas funcoes sao continuas em todo R.

Propriedade 4.2.

i) Seja f : R — R uma fungio polinémica, isto € f(x) = apx™ +a1x™ ' +aa™ 2+ -+ +

Up1T + an, ag# 0 entao f(x) é continua ¥z € R.

ii) Seja f: R — R uma fungao racional, isto é:

(@) apr” + a1z M+ a2+ - +a,_1x +ay,
i =
box™ + byx™ 1 + box™m2 4+ - + b1 + by,

entao f(x) € continua no conjunto:

{z€R/. box™ +bya™  $byx™ 2+ - $bp1x+b, # 0}

A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Exemplo 4.8.
Determinar os valores de x, para os quais as funcoes dadas sejam continuas:
2?2 -1
a)  fl@)=—5— b) g(z)=|2*—16 | c) h(z) = 2°(x +3)7

Solucgao.

(a) Temos f(z) é funcao racional e seu dominio é D(f) = {x € R/. x # £3}; logo ela

¢ continua em D(f).
(b) A Propriedade (4.1)- v), garante que g(x) =| 22 — 16 | seja continua para todo = € R.
(c) A funcio h(z) = z°(x + 3)7 é polinémica, entao ela é continua para todo = € R.

Propriedade 4.3.
Considere f : A — R e g : B — R fungoes reais tais que Im(f) C B, sendo f

continua em x = a e g continua em y = f(a), entao go f é continua em x = a.
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Demonstracgao.

A mostrar que dado ¢ > 0, 36 > 0/. | g(f(x)) — g(f(a)) |< € sempre que
|z —al<o.

Com efeito, do fato g continua em f(a) = b temos, dadoe >0 3§ >0/. se y €
B, |g(y)—g() |<e sempre que:

Por outro lado, f é continua em =z = a, entao dado £; > 0, em particular podemos

considerar €; = ¢y, existe d > 0 tal que se x € A, | f(z) — f(a) |< 61 sempre que
|z —al|<d (4.5)

Do fato Im(f) C B podemos efetuar a composi¢ao entre as fungoes g e f para obter
(go f)(z) = g(f(x)) para todo x € A e y = f(x); entdo de (4.4) e (4.5) obtém-se que,
dadoe >0, 36>0/. se z €A |gly) —gb) |=| g(f(x)) —g(f(a)) |< e sempre
que |y —b|=| f(z) — f(a) |< 6 sempre que | x — a |< 6.

Portanto, dado e >0, 36 >0/. se x€ A, |g(f(z)) —g(f(a)) |< e sempre que
|z —al|< 0. O

Propriedade 4.4.
Sejam f: A— R e g: B — R fungdes reais tais que Im(f) C B e:

i) lim.f(z)=0 ii) ¢ continua em y = b.
r—a

entdo lim g(f(x)) = g(lim .f(2)) = g(b)

Tr—a Tr—ra
Demonstracao.
x), se, TFa
Definimos h(z) = /(@) 7
0, se, T=a

da hipotese i) temos h é continua em x = a; pela Propriedade (4.3) a fun¢ao goh é
continua em x = a, isto é: lim(go f)(z) = (go h)(a) = g(h(a)) = g(b) = g(lim - f(x)).
r—a r—a
Por outro lado, as fungoes f e h sao diferentes somente no ponto = = a, entao lim(g o
Tr—ra
) (x) = lim(g o f)(z).

Portanto, glﬁlgill(g o f)(x) =lim-g(f(x)) = g(lim - f(x)). O

Tr—ra T—a
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Exercicios 4-1

= ’ 4
T ’
o \

. Mostre utilizando € e ¢ que cada uma das seguintes fungoes é continua no ponto

indicado.

1. f(x)=-5x+6, a=—-2 2. f(r)=32"+5 a=3
3. flx)=2* a=1 4. f(r)=2*+5x+6, a=-—1

. Suponha que exista uma vizinhanga B(a, 7) e um numero real M > 0 tal que
cumpre a condigao: | f(z) — f(a) |<K M |z —al|, V€ Bl(a,r). Mostre que f é

continua em = = a.

. Mostre que se lim .f(x) = L > 0, entdao lim.{/f(z) = V/L.
T—a

Tr—a
. Mostre que f(x) = [|z|] é continua em todo z = a onde a € R — Z.
. Usando o principio de indugao, mostre que se: f; i =1, 2, 3, --- n sao fungoes

continuas em r = a, entao:
1. fi+fo+ f3+ -+ + f, é continua em = = a.

2. fix fox f3x -+ X f, écontinua em = = a.

. Para cada uma das seguintes fungoes. Determine se ela é continua nos pontos

indicados.

L f(x):{?):c—?) se, x#1 41

2 se, r=1

2 > —1
2. f(x):{x = a=-—1

I—|z| se, z<-—1

11—z se, <1

3. fle)=9 1—=|z]| se, z>1 a=1 a=-1
! se, r=1
(2 +2 se, —2<z<-1
4. fz)=<(1 se, —l<ux<l a=1 a=-1

2—x se, 1<z

Ve

(22— —2

% se, T # 2

5. f(x) = 4’5’:_4’ a=2,a=-2
— se, = ==+2

\ 3
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-1 se, —3<x<0
6. f(r)=< 2—-1 se, 0<z<?2 a=0 a=2

5—12% se, 2<ux

7. Dar exemplo de uma funcao f definida em R que nao seja continua em nenhum

ponto z € R, porém que, | f(z) | seja continua em todo R.

8. Para os seguintes exercicios, determine se ¢ possivel determinar um ntmero L para
que a func¢ao f seja continua no ponto x = a. No caso afirmativo determine L, caso

contrario justificar sua resposta.
2?2 -3z —4

_— 4
1. f(z)= r—4 s, @7 a=4.
L se, x=4
(2] se, >0
2. flx)=< 1—a% se, z<0 a=0.
L L se, T =
(1—-2% se, |z|<1
3. fle)=< |x|-1 se, |x|>1 a==£l
[ L se, |xz]|=
-2
Ve , se, x#A4
4. f(x)= x—4 a=4.
L se, T =

(2] -2 se, |z]|<?2

5. f(r)=< 4—2° se, |z|>2 a=2 a=-2
L L se, |xz|=2
([ Sgn(9 —2?)  se, |x|>4
6. flz)=<S |22—-16|—1 se, |w|<4 a=4
L L se, |xz|=4
| 2% — 22 — 3 |
7. flx) = —3 0 Se T3 g
L, se, =23

4—2% se, |x|<2

8. f(x):{ a=2 a=-2.

L se, |x|>2

9. Determine o conjunto de pontos de continuidade da funcao y = f(z):

0 se, =<0
T se, 0<x<1
—2? 44 -2 se, 1<zx<3
4 —zx se, >3
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

1

Estude a continuidade da fungao f(z) = 31 s

s
no ponto xr = 5

sen (1)

L+ e

Para todo nimero real x = a, achar uma funcao que seja continua em no ponto

Estude a continuidade da fungao g(z) = no ponto x = 0.

r = a, porém que nao seja continua em nenhum outro ponto.

Suponha f(z) cumpre f(x +y) = f(x) + f(y), e que f seja continua em z = 0.

Mostre que f é continuaem x =a Va € R.

Determine uma funcao definida em todo R que seja descontinua em 1,

N =
W =
e

e que seja continua nos demais pontos.

1. Suponha f é uma func¢ao que cumpre | f(z) |[>| 2| Va € R. Demonstrar que

f € continua em x = 0 (lembre que f(0) tem que ser 0).
2. Dar um exemplo de uma funcao f que nao seja continua em nenhum z = a.

3. Suponha-se que g seja continuaemz =0, g¢(0) =0¢e]| f(z) |[<| g(z)| VxeR.

Mostre que f é continua em z = 0.

Os raios de trés cilindros superpostos medem 3, 2 e 1 metros respectivamente. As
alturas de cada um dos cilindros é 5m. Expressar a area da secao transversal do
corpo gerado como funcao da distancia que relaciona a secao e a base inferior do
cilindro que ocupa a parte baixa do corpo. Seré esta funcao continua? Construir o

grafico.

Como devemos eleger o nimero a para que a funcao f(z) seja continua em R?
: r+1, se, z<1

Construir seu grafico. f(z) = T
Q, se, x>1

Determine os niimeros A e B de modo que a fungao g(x) seja continua no conjunto

de ntimeros reais R.

m
—2senx se, x< 3
T T
g(x) =< Asenx + B se, -y <r<jy
s
cos X se, x> 5

Determine o valor de a de modo que a fun¢ao g(z) seja continua em toda a reta

L g(x) r+2 se, <3
real. g(x) =
J ar+7 se, >3
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20.

21.

22.

23.
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Determine os valores de b e ¢ de modo que a fun¢ao f(x) seja continua em toda a

1 , 1<z <3
reta real. f(x) = v > ‘
> +br+c se, |z—2|>1

Se lim . f(x) existe, porém ¢é diferente de f(a), dizemos que f tem descontinuidade
Tr—a

evitavel em x =a .

1
1. Se f(z) = sen— para x # 0. A func¢do f tem descontinuidade evitavel em z = 0
x
1
7 Que acontece se f(z) =x-sen— parax #0e f(0)=17
x

2. Suponha que g tenha descontinuidade evitavel em = = a. Seja h(z) = g(x) para

x # a e seja h(a) = lim .g(x). Mostre que h é continua em x = a.
T—ra

1
3. Seja f(x) =0sex € Q, e f(z—j) — - se 2 ¢ uma fracao irredutivel. Qual é a
q q q
fungao ¢ definida por g(x) = lim . f(y)
y—

Numa comunidade de 8.000 pessoas, a razao segundo a qual um boato se espalha é
conjuntamente proporcional ao ntimero de pessoas que ouviram o boato e ao niimero

de pessoas que nao o ouviram.

1. Se o boato esta se espalhando a uma razao de 20 pessoas por hora quando 200
pessoas o ouviram, expresse a taxa segundo o qual o boato esta se espalhando

como fungao do namero de pessoas que o ouviram.

2. Quao rapido o boato esta se espalhando quando 500 pessoas o ouviram?

Uma determinada lagoa pode suportar um maximo de 14.000 peixes, e a taxa de
crescimento deles é conjuntamente proporcional ao niimero presente e a diferenca
entre 14.000 e a quantidade existente. a) Se f(z) peixes por dia for a taxa de
crescimento quando houver x peixes, escreva uma fungao que defina f(z). b) Mostre

que f(x) é continua em todo seu dominio.
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4.2 Continuidade em intervalos

Definicao 4.4.
Uma fungao f : (a, b) — R € continua no intervalo (a, b) , se é continua em todo
z € (a, b).

Exemplo 4.9.

As fungoes polinomiais, trigonométricas: seno e coseno, as exponenciais e os logarit-
mos sao funcgoes continuas em seus respectivos dominios de defini¢ao.

A pardbola, como funcao polindémica, é um exemplo de func¢do continua em todo seu

dominio R.

Definicao 4.5.

a) Uma fungao f : (a, b) — R € continua pela direita de v = a, se lim .f(z) =

b) Uma fungio f : (a, b) — R € continua pela esquerda x = b, se lim .f(z) =

b~
f(b).

Definicao 4.6.
Uma fungao f : (a, b — R € continua no intervalo (a, b], se cumpre as duas

condigoes:
1% f é continua em (a, b).

2% f é continua pela esquerda em x = b.

Definigao 4.7.
Uma fungao f : [a, b) — R € continua no intervalo |a, b), se cumpre as duas

condicoes:
1% f é continua em (a, b).

2% f é continua pela direita em x = a.

Definigoes anélogas podemos obter para a continuidade de fun¢oes em intervalos da

forma (—oo, b] e [a, +0)
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Definicao 4.8.
Uma fungao f : [a, b] — R € continua no intervalo |a, b] , se cumpre as trés

condigoes:
1% f é continua em (a, b).
2% f é continua pela direita em z = a.

3%  f é continua pela esquerda em z = b.

Exemplo 4.10.
Seja f(x) = [|z]], x € R, mostre que f é continua pela direita em todo n € 7 e que
nao existe lim . f(x).
r—n

Solugao.

Pela definigao de f(z) = [|z|], temos x € [n, n+ 1), entdo [|z|] = n logo lim, Slx) =
r—n

lim [|z|] = lim n =n = f(n) assim, f é continua pela direita de x = n.
z—nt z—nt

Por outro lado, para todo z € [n—1, n) temos f(z) = [|z|] =n—1, logo lim .f(z) =
r—n—
lim [|z]] = lim (n —1) =n—1.
T—n— x ton~

Como os limites laterais sdo distintos entao nao existe lim . f(z).
T—n

Exemplo 4.11.

Um fabricante pode obter um lucro de R$30,00 em cada item se nao mais de 1.000
itens forem produzidos por semana. O lucro em cada item baiza R$0,30 para todo item
acima de 1.000. a) Se x itens forem produzidos por semana, expresse o lucro semanal do
fabricante como fungao de x. Suponha lucro nao negativo. b) Mostre que a fun¢ao da
parte a) € continua em x = 1.000; portanto continua em todo seu dominio.

Solugao.
Seja L(z) o lucro semanal a cada x itens produzidos, entdo temos L(z) = 20z se
0 <z <1000 e L(x) = (20 —0,30)z se 0 < x < 1.000.

30z, se, 0<ax<1.000
29,7z, se, x> 1.000 '

Logo L(z) = {
Portanto a fun¢ao nao é continua em x = 1.000.

Exemplo 4.12.

Determine os intervalos de continuidade da func¢ao: f(x) =

Solugao.
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O dominio da funcao sao todos os niimeros reais para os quais a raiz quadrada de

2 -9 _ ; 2 -9
5 Seja um namero real, resolvendo
25 —x 25

5 = 0 segue que o dominio
—x

D(fy={z€R/. z¢€ (=5 —3]U[3,5)}
Estudo da continuidade no intervalo (=5, —3].
i) f é continua no intervalo (=5, —3).
ii) lim .f(x) =0= f(-3).

T——3"

Portanto , f é continua no intervalo (=5, —3].
Estudo da continuidade no intervalo [3, 5).

i) f é continua no intervalo (3, 5).
ii) lim .f(z) =0= f(3).
z—3+

Portanto, f é continua em [3, 5)

4.2.1 Funcgoes continuas em intervalos fechados

Propriedade 4.5.
Considere f : R — R fung¢ao continua e seja x,, uma sequéncia de numeros reais tais

e Jim, o =, entio T f(z) = 1(2)

Demonstracao.

Da definicao de limites ao infinitos temos, se nl_l}r_{loo r, = x; entao dado €7 > 0, existe
N > 0 tal que | z,, — 2 |< 1 sempre que N > n.

Sendo f continua em R em particular no nimero x, € R, entdo lim f(z,) = f(x)
desta definigao temos, Ve > 0, 3§ > 0tal que | f(z,)—f(z) |< e sempgg;e | zp—x [< 9.

Fazendo 6 = ¢y, Ve>0, N >0 e 30 >0tal que| f(z,)— f(z) |< € sempre que
| 2, — x |< 0 quando N > n.

Isto¢Ve>0, IN >0 tal que| f(z,) — f(x) |< &1 sempre que N > n.

Portanto, nl_lgloof(x") = f(x). O

Teorema 4.1. Teorema de Bolzano.
Se f: R — R, é uma fungao continua em [a, b] e f(a)- f(b) <0, entao existe pelo
menos um ponto ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

Demonstracao.
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Da hipotese f(a)- f(b) < 0 entao f(a) e f(b) tém sinais contrarios. Suponhamos que
fla) <0 e f(b)>0.
a+b
2
Suponhamos f(m) # 0, entdo existe um intervalo [ay, b1] C [a, b] com a3 = m ou
by = m, tal que f(a1) <0 e f(b1) > 0.
ap + by

Seja m = ,se f(m) =0, esta propriedade esta mostrada.

Seja my = , se f(my) = 0, esta propriedade esta mostrada. Apoés de repetir
este processo um namero n de vezes; temos que existe um intervalo [a,, b,] C [a, b] tal
b—a
que f(a,) <0e f(b,) > 0; a distancia entre os pontos a, e b, é o
n

Apos reiteradas vezes este processo, construimos uma sequéncia nao decrescente a <

a; < ap <ag <ay < ---, limitada superiormente; seja lim .a, = ¢;.
n—-4o00

De modo analogo construimos uma sequéncia nao crescente limitada inferiormente

b>by >by>b3>0by> ---;seja lim .b, = cs.
n—-+oo
. . b—a - .
Por outro lado, lim [b,—a,] = lim =0entao lim .b, = lim .a, =cy =
n—-+oo n—-+oo 2n n—-+oo n—-+oo

C1 = C.

Como f(x) é continua em x = ¢, temos lim.f(z) = f(c).
Tr—cC
Pela Propriedade (4.5) sabe-se que se uma sequéncia {x, } tem limite ¢, entao a sequén-
cia f(x,) tem limite f(c); ent@o nggloof(an) = f(c) = nl_l}Iiloof(bn)
Logo, para todo n € N a desigualdade f(a,) < 0 implica f(c) <0 e f(b,) > 0, implica
fle) > 0.

Portanto, existe pelo menos um ponto ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0. O

Observe a interpretagao geométrica deste teorema:

“O grdfico de uma fungao continua que une os pontos P(a, f(a)) e Q(b, f(b))
onde f(a) e f(b) sao de sinais contrdrios, corta o eizo-r em pelo menos um
ponto”. (Figura (4.3)).

Figura 4.3: Figura 4.4:
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A condigao de ser f continua em [a, b] é necessaria; a Figura (4.4) mostra que se f é

descontinua em [a, b] a propriedade nem sempre verifica-se.

Exemplo 4.13.
Mostre que, se f : R — R € continua e cumpre:

i) lim f(x)=K >0

T—>+00

ii) lim f(z)=N<0

T—r—00

Entao existe g € R tal que f(x¢) = xo.

Demonstracgao.
Da hipotese i) temos que Ve; > 0, 3 M; > 0 (suficientemente grande) tal que, se
x>M = |f(x)—K|<eylogoz>M = K-—¢</f(z)<K-+e.
Como trata-se de qualquer ; > 0, podemos considerar por exemplo ¢; = 1
assim, se v > M; = K —107'% < f(z) < K 41071,

A definigao de limite ao infinito garante ainda a existéncia de um M| > K + 1

—100
U

0—100

tal que xy > M] para algum z, € R.

Logo, se 1o > M| = f(z2) < K+107' < M| <z = f(z2) < 2.

De modo anéalogo.

Da hipotese ii) temos que Veg > 0, 3 My < 0 (suficientemente pequeno) tal que, se
r< My = |f(x)—=N|<eglogox <My, = N—c3<f(z)<N+en.

Em particular, podemos considerar e, = 107 assim,sex < M, = N—-1071% <
f(z) < N + 1071 A definigao de limite a menos infinito garante a existéncia de um
M) < N —107'% tal que z; < M}, para algum z; € R.

Logo, se 11 < M = a3 < My<N—10"1" < f(z;) = 1< f(z1).

Consideremos a fungao g : [z1, 9] — R definida por g(z) = f(x) — z, logo como f é
continua, temos que g é continua em [x1, 25|, ainda mais, temos que g(z;) = f(z1)—z; > 0
e g(za) = f(x2) — 22 <O.

O Teorema de Bolzano garante a existéncia de zy € [z1, 23] tal que g(zg) =0 =
f(zo) = xo.

Portanto, existe zg € R tal que f(z¢) = zo. O

Propriedade 4.6. Da limitagao global.

Se f € continua em [a, b], entao f € limitada em |a, b].

Demonstracao.

Consideremos o conjunto A = {x € [a, b] /. f ¢é limitada }, observe que A # () pois
sendo f continua em a pela propriedade da limitagao local, existe M >0 e o > 0 tal que
| f(z) |< M, xz€la,a+d]istoéa+de A
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Inversamente

Como A é limitado admite supremo. Seja ¢ = sup.A, evidentemente ¢ < b. Supo-
nhamos que ¢ < b, entao pela propriedade da limitagao local, 3 M; > 0 e d; > 0 tal
que | f(z) |[< My,Yx € [c— 61, ¢+ §1]. Como f é limitada em [a, ¢ — ;] para algum
M, > 0, considerando M3 = max .{M;, My} temos | f(x) |< M3, Vz € [a, c+ ;] onde
c+ 01 € A o qual contradiz o fato de que ¢ = sup .A; portanto ¢ nao é estritamente menor
que b. Como ¢ < b segue-se que ¢ = b.

Pelo um raciocinio analogo, como f é continua em b, ela
¢ limitada em [b — 09, b] para algum do > 0 e sendo limitado \
em [a,b — ds] (isto pelo anterior) segue-se que f é limitada
em [a, b]. ¥

No seguinte exemplo mostra-se que se f nao é continua

- . . 1 |cemsesssnghieihas
em |a, b| a funcao nao necessariamente é limitada. O 3
[a, b] ¢ " ﬂ_}_/
3 : T
Exemplo 4.14. 01 2 3
Seja
1 Figura 4.5:
, se, 0<zr<3
fle)=q 3—2
1, se, ©=3

A Figura (4.5) mostra o grafico da fungao f, observe que f nao é limitada.

Teorema 4.2. Teorema de Weierstrass.

Se f € continua em [a, b], entdo ela possui um ponto de minimo e um ponto de mdximo
em [a, b]; isto €, existem xy1, xo € [a, b] tais que:

m = f(z1) =min.{ f(z) /.2 € [a, b] }.

M = f(xg) =max.{ f(x) /. x € [a, b] }; ou, f(x1) < f(z) < f(xg) V€ la, bl

Demonstracao.

Como f é continua em [a, b], pela Propriedade (4.6), o conjunto A = { f(x) /. x €
[a, b] } & limitado ndo vazio; entdo A admite um supremo M e um infimo m ; isto ¢é
m < f(z) <M Yz € la, bl. A mostrar que existe z; € [a, b] tal que f(x;) = m isto é
m = min . A.

Suponhamos (pelo absurdo) que ¥V z € [a, b] temos f(z) >m ou f(x) —m > 0.

1
A fungao ¢ : [a, b — R definida por g(z) = @) —m é continua do fato ser o
) —m

quociente de duas fungoes continuas com denominador distinto de zero. Pela Propriedade

1 1
(4.6) existe um namero L > 0 tal que ——— < Lz € [a, b], logo f(z) —m > T isto

flz) —m
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é f(x) >m+ % x € |a, b]; porém m + % > m, o qual é uma contradicao, pois m + %
¢ um limite inferior maior que o infimo m.

Portanto concluimos que existe pelo menos um ponto x; € [a, b tal que f(z1) =m =
min A.

De modo analogo mostra-se que existe x5 € [a, b] tal que f(z9) = M. O

Este tltimo teorema nos mostra que toda funcao continua f, definida em um intervalo
fechado e limitado [a,b], assume pelo menos um valor minimo m = f(z;) e pelo menos

um valor maximo M = f(x3).

Exemplo 4.15.

Consideremos a fungao continua f : (0, 1] — R, definida por f(x) = % para todo
x € (0,1].

Como f((0,1]) = [1, 400), nao existe xo € (0, 1] tal que f(x) < f(x2) para todo

x € (0, 1]. Notemos que, apesar de (0, 1] ser limitado, ele nao é fechado.

Exemplo 4.16.

Consideremos a fungao continua f : (0, 1) — R, definida por f(x) = x para todo
z e (0,1).

Como f((0, 1)) = (0, 1), nao existem x1, xo € (0, 1) tais que f(x1) < f(z) < f(z2)

para todo x € (0, 1). Notemos que, apesar de (0, 1) ser limitado, ele nao é fechado

Exemplo 4.17.

Seja f : [a, b] — R wuma func¢ao continua em |a, b] tal que f(x) > 0 para todo
x € [a, b]. Entao existe 6 > 0 tal que f(x) > 0 para todo x € [a, b].

De fato, pelo Teorema (4.2) existe x1 € |a, b] tal que f(z1) < f(x) para todo x € |a, b].

Como f(x1) >0, basta tomar 6 = f(x1) para concluir a validade da nossa afirmagao.

Teorema 4.3. Do valor intermedidrio.
Se f é uma fungao continua em [a, b], m e M sao o minimo e mdzimo de f em |a, b]

respectivamente e d € tal que m < d < M, entao existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = d.

Demonstracao.

Pelo Teorema (4.2), existem w1, xo € [a, b] tais que f(x1) =m e f(xy) = M.

A fungao g(z) = f(z) — d é continua em |a, b]; consequentemente no intervalo de
extremos r; € Ts.

Observe que g(z1) = f(x1)) —d=m —d <0 e g(z2) = f(xe) —d =M —d > 0,
logo, pelo Teorema (4.1) existe ¢ no intervalo de extremos z; e x5 tal que g(c) = 0, isto

é f(e) =d. ]
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Exemplo 4.18.

O polinémio p(x) = x* + x — 1 possui uma raiz no intervalo (0, 1).

De fato, temos p(0) = =1 <0 e p(l) =1>0. Como p(x) € uma fung¢ao continua
no intervalo (0, 1), seque do teorema do valor intermédio que existe x € (0, 1) tal que
p(z) =0.

Exemplo 4.19.
Dada a fungao f(x) =

-1
a;——i—l’ determine um valor ¢ € [0, 2] do Teorema (4.3) do
x
valor intermedidrio, e verifique a validade do resultado.

Solugao.
1 _ 1
Temos que f(0) = —1 ¢ f(2) = 5 Consideremos um valor entre —1 e = POt exemplo

1
—5 logo devemos determinar x( na igualdade:

r—1 1

211 2

De onde obtemos = —14+/2, o valor 2o = —1++/2 € [0, 2] de modo que f(—1++/2) =
1

=5 € -1, 3]

Nao consideremos o valor 2 = —1 — /2 pelo fato nio pertencer ao intervalo [0, 2].
Propriedade 4.7.

Se n € impar, entao qualquer equacao " + ap_ 12"t + ap_ox™ 2+ - + a1z +ag =0

possut uma raiz real.

Demonstracgao.
. Ap—1 Ap—2 an—3 a2 aq Qo
Seja f(x) = 2" [1 + 7;3 + ;2 + ;3 + -+ o + o + x_”} observe que:
e e o a a a
nl+n22+ n33+”'+n32+ nil _SLS
x x x x x x
(p—1 An—2 Ap—3 a2 aq Qo
< | R R e ] || | (4.6)
Escolhemos um x que cumpre o seguinte:
lz|>1, |z|>2n]apa |, |z [>2n]ana|, -, |x|>2n|a |, |z |>2n|a|,
entao
|Ik|>|$| o an—k‘ an—k‘ |an—k; | :i
b x 2n | anr| 2n
De (4.6) ap—1 i QAp—2 i Ap—3 Lo a2 i ai 4 Qo <
T x2 x3 {En72 xnfl x| —

<1+1+ +1+1+1_1
— 20 2n on  2n  2n 2
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1 p—1 ap—2 | Ap-3 a2 ay Qo 1
Logo, 5 < . + 2 + 3 + -+ o + prs e e
1 Ap—1 Ap—2 Ap—3 2 ay ago
<1+ ——+ ="+ =+ -+ + —
2 T 12 1'3 xan $n71 xn

Suponha um z; > 0, entao:

2
1 2 n—1 Ap—2 (p—3 a2 a1 Qg
0< —< a7 [1 + . + 2 + 3 + t=tot| = f(z1)
1 1 1 Ty 1 Ty

De modo que f(z1) > 0. Por outro lado, quando x5 < 0, entdao 24 < 0 (n é impar) e :

2
T Uy Uy Gy a a a
02322153[14- e T ni1+—2]=f(x2)

de modo que f(z3) < 0.

Observe que f(z1)- f(x2) < 0, aplicando o Teorema (4.1) existe um niimero x € [xy, xa)

de modo que f(x) = 0.

Exemplo 4.20. Outra demonstra¢ao da Propriedade (4.7)
Mostre que se, n € impar, entao qualquer equacio " + ap_ 12" 1 + ap_ox™ 2+ -+ +

a1x + ag = 0 possui uma raiz real.

Demonstracao.
Qp— Qp— Qp— a a a
Seja f(x) = a" [14— L4 22—|— 33—|— R 22—1— 11—1——0] observe que:
f( ) N ( ) d x x x " " xm
x)=2x"-¢g(x), onde
Ap—1 Qp—2  An-3 5] ay Qo
=1 e -
g(x) + . + o + 3 + + g + pors s

Por outro lado, lim g(z) = 1 logo pela definicao de limite ao infinito, temos Ve >
T—>00

0, dn>0 talque |g(z)—1|<e, sempreque |zx|>n.

1 1
Em particular, considere ¢ = 2 assim | g(z) — 1 |< 5 sempre que | x |> n. Logo
1

3

Do fato | z |> n , existe 27 > 0 e multiplicando esta ultima desigualdade por z} >0
n n

3
temos que 0 < % <af-g(zy) = flx) < % = 0< f(z1).

De modo analogo, do fato | z |> n, existe xo < 0 tal que do fato n impar z§ <0 =
Ty 3y

72>1‘§L'9($2)=f($2)>72 = flz2) <0.

Portanto, para zy, xo € R tal que, f(z1) - f(z2) < 0 pela Teorema (4.1) existe ¢ € R

tal que f(c) = 0. O

0>
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Para este exemplo, lembre que D(f) = R.
Propriedade 4.8.

Sen épare f(x) =a"+ ap, 12"+ a, 02" 2+ -+ + a1z +ag =0, entdo existe um

nimero y tal que f(y) < f(x) para todo x € R.

Demonstracao.
Considere M =max.{1, 2n | a,_1 |, 2n | apn—a |, ---, 2n | a1 |, 2n | ao | }, entao para
todo | z |> M temos
n—1 | Gn-2  Qn-3 az ay Qo

1 a
<1+ + + et +—
2 T £L‘2 ZL‘S + xn—Z xn—l xrn

Do fato n par, ™ > 0 para todo x, de modo que:

x? p_1  Gpo  Qp_3 a9 aq ao
0< — < 22 [1 " n n Yo _
S5 = x + - + 2 + 3 + + 2 + o + s f(x)

sempre que |  |[> M. Consideremos o numero f(0), e seja b > 0 um namero tal que
b" > 2f(0) e também b > M.
_ " b
Entao se x > b temos f(z) > 5 > 5 > £(0).

n —_p)»
Analogamente, se © < —b entao f(z) > % > ( 2)

entdao f(x) > f(0). Aplicando a Propriedade (4.7) para a fungao f(x) no intervalo [—b, b],

existe y tal que:

> f(0);logo ,sex >boux < —b

Se —b<az<b, entao f(y) < f(x) (4.7)

Em particular f(z) < f(0). Deste modo
Se z>b ou x<-b entdao f(x)> f(0)> f(y) (4.8)

Combinando (4.7) e (4.8) temos f(y) < f(x) para todo = € R. O

Exemplo 4.21.
Mostre que, se f:[0;1] — R uma fungao continua em [0, 1] tal que f(z) € [0, 1] para
todo x € [0, 1]. Entao existe x € [0, 1] tal que f(x) = x, ou seja, f possui pelo menos um

ponto fixo.

Com efeito, se f(0) =0 ou f(1) =1, nada a mostrar.

Suponhamos que f(0) # 0 e f(1) # 1 entdao como f(0) > 0 e f(1) < 1, necessaria-
mente f(0) >0 e f(1) < 1.

Definamos g(x) = f(z) — x para todo = € [0, 1] ent@o pela Propriedade (4.1) segue-se
g € continua. Como ¢(1) = f(1) =1 < 0 < f(0) — 0 = ¢(0), pelo Teorema do valor

intermediario, existe x € (0, 1) tal que g(z) =0, isto é f(z) = .
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Exercicios 4-2

1. Dada as seguintes funcoes, determine a continuidade nos intervalos indicados:

| 16 — 2* |

se x# +2
4 — g2 .
1. fl@)=4 _g se r— _o nos intervalos:
8 se =2

(_007 _2); <_007 _2]; <_27 2); [_27 2); [_27 2]; (_27 2]; [27 +OO); (27+OO)‘

|23+ 2% —x— 1|
P se x#£1 e w#2

2. fl@)=9 _4 e r—1 nos intervalos:

4 se =2
(=00, 1); (—oo, 1]; (1, 2); [1, 2J; [2, 4+00); (2, +00).

3. f(:l?) -V | Z | _Hl'H em (07 1]7 [07 1]7 [1’ 3]'

4 fl@)=(z=Dfl2]] em [0, 2]

2. Para os seguintes exercicios, estabelecer se a funcao é continua nos intervalos indi-

cados. Construir o gréafico da fungao.
T+ 2

1. = —=— 2, 4).
/(@) x?2 — 3z — 10 em (2, 4)
xr—06
_— 4
2 f)={ Pozm—s CTFY (1
-2 se r=4
( 4
mfj16 se x # +4
3. fla)= _é s z—_4 em(=5 5).
2 se z=4

2 —6x+1 se —1<ax<?2
4. f(r)=4 20 -6 se 2<x<3 em (—1, 5).
[ 4z —3—2% se 3<z<5h

r—4 se —l<a<2
5 T) = - em (—1, 5).
/(@) {x2—6 se 2<x<h ( )
—1 -2
(z 2)|a; | se O<zx<4, x#1
6. f(x)= |22 = 1] em (0, 4)

1
Z =1
5 se w
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3. Determine os valores a e b de tal modo que cada uma das fungoes seja continua em

seu dominio.

1. f(z) =
2. fla)=
3. fla)=

Christian José Quintana Pinedo

.

T+ 2a se < —2
3ax + b se —2<x<1
[ 62 —2b se x>1
( 3
b se, —§§x§0
|2x2—3x—9| se ar:<—§ ou >3
202 — 3 —9 ' ’ 2
3
a se, 0<x<—
\ 2
(3 —/3x+3
_ se <&
(V7 —2)
ab, se, r=28
2 > 8
_ se

4. Determine o intervalo de continuidade para cada uma das seguintes fungoes:

l—z+z|]] sex>0 16 — 22
1. T) = 1 2. T) =
f(x) H_H s fl@)=1——%
x
x? — 16
3. flo)=[1—a+[z]] - [T — [ | 4. fl@)=\——5
5. flz) =z —[lef]+ [ [1 -] | 6. f(z)=1\/4—Vi-2
(1
— sex <0
x
7. J@)={ o 0<c<5 8 flz)= [z [a]
2?2 —4x -5
—_— sex > 5
\ |SL’—5‘
(3 +32+3 sex < —1
|4z — 3| —1
9. flo)=4q |z—2] se —1l<x<4 10. f(x)= T
[ 8z —2?—15 sex >4
5. Analise a continuidade em R para as fungoes fog e gof , se:
1. f(x)=sgn(z) e g(r)=x—2%
2. flz)=sgn(z) e glx)=1+z— ]
z+ | x| x se <0
3. = e ) = .
f(x) 5 9(x) {x2 w >0
1 se Jz|<1 2 se |z |>2
4 T) = T) = :
f@) {O se |z|>1 9(@) {2—:v2 se |z]<2
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Dar exemplo de uma fungao definida em [0, 1] que ndo tenha maximo nem minimo

em tal intervalo .

Se f(z) = 2*—5x+3, localizar um intervalo [a, b] onde tenha uma raiz real, justifique
sua resposta

2
1

Seja f(z) = T

diario) para d = 3, em [1, 6].

, calcular o valor que cumpre o Teorema (4.3) (do valor interme-

. Seja f 1 [a;0] — R continua em [a;b]. Usando o Teorema de Weierstrass mostre

que existe C' > 0 tal que |f(z)| < C para todo x € [a;b].

Considere um intervalo nao trivial / C R e uma fungao f : [ — R continua em /.
Mostre que f(I) ={ f(z) /. « €I} é um intervalo.

. sen(x?) : , :
Seja T' = { —; 1 /. x € [-1;2] }. Mostre que o conjunto 7" é um intervalo
x
fechado e limitado
. _ By . sen(z?)
Sugestao: Considere a fungao f : [—1;2] — R, definida por f(x) = il
x

Mostre que a equagao z° + 3x — 2 = 0 tem uma raiz no intervalo (0, 1).

1
Most iste x € (0;1) tal 5 =
ostre que existe x € (0;1) tal que z o
Sugestao: Considere a fungao f(r) = x° — 9 definida no intervalo [0, 1].
x

T
Mostre que existe x € (5, 7) tal que senx =z — 1.

T
Sugestao: Considere a fungao f(x) = senx — = + 1 definida no intervalo (5, ).

Seja f : [0;1] — R continua em [0,1] tal que f(0) > 0 e f(1) < 1. Mostre que
existe x € (0;1) tal que f(z) = .

Senmwx

z(r—1)

femaxz=0ex=1demodo que f seja continua em [0, 1].

Suponhamos que a fungao f(z) = seja definida no intervalo (0, 1). Definir

1 — cos(2mx)

Suponhamos que a fungao f esta definida no intervalo (0, 1) por f(x) = =2
2?(1—x

Redefinir f para que seja continua em [0, 1].

Uma editora vende 10.000 livros de matematica aplicada quando o preco unitario
¢ de R$15,00, a editora determinou que pode vender 2.000 unidades a mais com
uma reducao de R$3, 00 no preco unitario. Ache a equagao de demanda, supondo-a

linear, e trace o grafico respectivo.
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19. Numa pequena cidade, com populacao de 5.000 habitantes, a taxa de crescimento de
uma epidemia (a taxa de variagao do niimero de pessoas infectadas) é conjuntamente
proporcional ao nimero de pessoas infectadas e ao ntimero de pessoas nao infectadas.
(a) Se a epidemia esta crescendo a razao de 9 pessoas por dia quando 100 pessoas
estao infectadas, expresse a taxa de crescimento da epidemia como fung¢ao do niimero
de pessoas infectadas. (b) Quao rapido esta se afastando a epidemia, quando 200

pessoas estao infectadas 7
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Miscelanea 4-1

]
= ’ 4
T ’
o \

1. Determine quais das seguintes func¢oes estao limitadas superior e inferiormente no

intervalo indicado; e quais delas alcancam seus valores de maximo ou minimo.

1. f(z)=2%em (-1, 1) 2. g(z)=2%em (-1, 1)
3. Nh(z)=2em R 4. f(z) = 2% em [0, +00)
22, se, r<a _ .
5. g(x) = em (—a—1,a+1); a > 0 (sugestdo: considerar

a+2, se, >a
valores distintos para a)

2. Para cada uma das seguintes fungoes, determine um inteiro n tal que f(x) = 0 para
algum = € [n, n+ 1].
1. f(z)=2*—-2+3 2. g(x)=a2"+52"+2r+1
3. flx)=a"+z+1 4. f(z) =42 — 4z +1

3. 1. Mostre que se f ¢ uma fungao continua em [a, b], entdo existe uma fungao g que
¢ continua em R, e que cumpre g(z) = f(x) Vz € [a, b]. (Sugest@o: considere uma
fungao g(z) constante em (—oo, a] U [b, +00).

2. Observe que a afirmagao em (1.) deste item ¢é falsa se substituirmos o intervalo
[a, b] por (a, b). Justificar.

20 — 2
4. Seja f: [0, 4] — R dada por f(x) = %, pede-se:
T+

1. Provar que x = 4 é o ponto minimo de f isto é f(4) < f(z), para todo z € [0, 4].

2. Provar que J x5 € [0, 2] tal que f(x2) é o valor maximo de f, isto é f(za) >
f(x), Vzelo 4]

) ’ 0
5. Seja f(x) = Sy %6 7 :
1, se, x=20
1
f tem descontinuidade evitavel em x = 07. E quando se substitui f(z) = z.sen(—)
x

para x # 0 7

6. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua ndo constante em [a, b]. Provar que

Im(f) = [m, M] onde m = min .f(z) e M = max .f(z).
x€|a, b] z€[a, b

7. Provar que o polinémio P(z) = 4x® — 1422 + 14z — 3 tem trés rafzes reais diferentes.
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8.

10.
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Suponhamos que f : [0, 1] — [0, 1] seja uma fungao continua. Provar que existe
c €0, 1] tal que f(c) =c¢

Mostre que existe algum nimero z tal que:

163
179 4

1. T
1+ 22 + sen3x

=119 2. senx =x — 1.

Determine quais das seguintes fungoes estao limitadas superior e inferiormente no

intervalo indicado; e quais delas alcancam seus valores de maximo ou minimo.

2 <
1.  f(z) = o 0 TSC em [—a—1, a+1]
a+2, se, Tr>a

0, se, z€l=R-Q

2. fl@)=4q 1 P e . oem [0, 1]
—, se, x == éfracao irredutivel
q q
1, se, z€l=R-Q

3. f(@)=<¢ 1 Do . em [0, 1]
—, se, x == ¢éfracao irredutivel
q q

4. g(z) =sen*(cosx +V1+a?) em [0, a®.
5.  h(z) =|[z|] em [0, a].



Capitulo 5

DERIVADAS

P. Fermat

"Fermat o verdadeiro inventor do cdlculo diferencial - --”

LAPLACE

Pierre De Fermat nasceu em Beaumont na Franga, no ano de
1601, e faleceu em Castres, em 12 de janeiro de 1665. Cedo, ma-
nifestou interesse pelo estudo de linguas estrangeiras, literatura
classica, ciéncia e matemdtica; for educado em casa. Trés anos
depois de se formar em direito pela, Universidade de Orléans,
tornou-se conselheiro do Parlamento de Tolouse, em 1634; era
muito ocupado; em suas horas livres teve tempo para se dedicar
a literatura cldssica, inclusive ciéncia e matemdtica.

Em 1629, ele comecou a fazer descobertas de importancia ca-
pital em matemdtica. Nesse ano, ele comegou a praticar um dos
esportes favoritos do tempo: a “restauracao” de obras perdidas
da antiguidade, com base em informagoes encontradas nos tra-
tados classicos preservados. Fermat se propds a reconstruir os
lugares planos de Apolénio, baseado em alusées contidas na Co-

lecao Matemdtica de Papus. Suas obras consistem em artigos isolados. Seus resultados mais
impressionantes foram encontrados depois de sua morte.

Fundador da moderna teoria dos nimeros, Fermat antecipou-se a Descartes, descobriu em

1636 o principio fundamental da geometria analitica.

Fermat nao concordou com Descartes e deu énfase ao esbogo de solugoes de equagoes indeter-

minadas ao invez de & construcao geométrica das solucoes de equacgoes algébricas determinadas.

Fermat limitou sua exposicao no curto tratado intitulado “Introdugao aos lugares planos e soli-

dos”.

Pertence a Fermat a famosa conjetura sobre a existéncia de solucoes em miumeros inteiros

para a equacao " + y" = 2", para n € N, demonstrada em 1993.

245
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5.1 Conceitos basicos

Um dos conceitos basicos do Calculo Diferencial e Integral é o da derivada. As ciéncias
em geral tiveram grande impulso em seu desenvolvimento pela necessidade de resolugao
de problemas concretos. Os dois problemas praticos seguintes sao os que propiciaram a

criacao do conceito de derivada:
1. Determinar a equagao da reta tangente a uma curva num ponto dado.

2. Dada a lei horaria do movimento de uma particula vinculada a uma reta. Isto é, uma
equagdo s = f(t) que da a posi¢do da particula sobre a reta em cada instante ¢,

determinar a velocidade da particula em cada instante.

De inicio, as defini¢oes nao tinham precisao. Ja em 1.629 Pierre Fermat fazia uma
abordagem do primeiro problema, tendo encontrado uma maneira de construir tangentes
a uma parabola, e que continha implicitamente a ideia de derivada. Bem mais tarde, se
percebeu que os dois problemas tinham algo em comum e que a ideia geral que permitiria
resolvé-los necessariamente levaria a nogao de derivada num ponto.

Por outro lado, a introducao de coordenadas cartesianas, além de facilitar o estudo
de curvas ja conhecidas, permitiu a “criacdo” de novas curvas, imagens geométricas de
funcoes definidas por relagoes entre variaveis. Enquanto se dedicava ao estudo de algumas
destas fungoes, Fermat deu conta das limitagoes do conceito classico de reta tangente a
uma curva como sendo aquela que encontrava a curva num tnico ponto.

Tornou-se assim importante reformular tal con-
ceito e encontrar um processo de tracar uma tangente T
a um grafico num dado ponto - esta dificuldade ficou
conhecida na Histéria da Matemética como o “Pro-
blema da Tangente”. Fermat resolveu esta dificuldade

de uma maneira muito simples: para determinar uma

tangente a uma curva num ponto P considerou outro

ponto @ sobre a curva; considerou a reta PQ secante &
curva. Seguidamente fez deslizar () ao longo da curva Figura 5.1:
em direcao a P, obtendo deste modo retas PQ) que se

aproximavam de uma reta ¢ a que P. Fermat chamou “a reta tangente a curva no ponto
P’ (Figura (5.1)).

Mais, Fermat notou que para certas fungoes, nos pontos onde a curva assumia valores
extremos, a tangente ao grafico devia ser uma reta horizontal, ja que ao comparar o valor
assumido pela fungao num desses pontos P(z, f(x)) com o valor assumido no outro ponto
Q(x+ E, f(xr+ F)) proximo de P, a diferenga entre f(x+ E) e f(x) era muito pequena,

quase nula, quando comparada com o valor de F, diferenga das abscissas de ) e P.
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Assim, o problema de determinar extremos e de determinar tangentes a curvas passam a
estar intimamente relacionados. Estas ideias constituiram o embriao do conceito de “Deri-
vada” e levou Laplace a considerar “Fermat o verdadeiro inventor do Calculo Diferencial”.
Contudo, Fermat nao dispunha de notacao apropriada e o conceito de limite nao estava
ainda claramente definido. No século XVII, Leibnitz algebriza o Calculo Infinitesimal,
introduzindo os conceitos de varidvel, constante e pardmetro, bem como a notacao dx e
dy para designar a menor possivel das diferengas em x e em y.

Assim, embora s6 no século XIX Cauchy haja introduzido formalmente o conceito de
limite e o conceito de derivada, no inicio do século XVII, com Leibnitz e Newton, o Calculo
Diferencial torna-se um instrumento cada vez mais indispensavel, pela sua aplicabilidade

aos mais diversos campos da ciéncia.

Definicao 5.1. Ponto de acumulagao.
O ponto limite ou ponto de acumulagao, € um ponto em um conjunto que pode ser

aprorimado tao bem quanto se queira por infinitos outros pontos do conjunto .

5.2 Derivada de uma funcao

Seja a funcao f: A — R, e um ponto de acumulagao a € A.
Quando a variavel independente da fungao f passa do ponto a € A para ao ponto
x € A, sofrendo um acréscimo ou incremento Az = x — a, os correspondentes valores

dados pela funcao passam de f(a) para f(a + Az), sofrendo também um incremento

Ay = f(x) = f(a) = fla+ Az) — f(a)

Definicao 5.2. Taxa média de variacao.
Chama-se “taxa média de variacao” da func¢ao f relativa ao ponto a € A ao quoci-

Ay _ flx) = fla) _ fla+Az) - f(a)

Az T —a Az

sendo esta fungao definida em todo x € A, exceto possivelmente em x = a.

ente:

Exemplo 5.1.

2 construamos a taxa média de variacio relativa ao ponto

Seja a funcao f(x) = x
a=3. Temos:

%_w2—32_(x—3)(x+3) (5.1)

Ar -3  (z-3) '

A
a qual, para x # 3, pode ser escrita A—y =x+ 3.
x
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0
Note-se que, se fizermos x = 3 em (5.1), obtemos a forma indeterminada —. Entre-
tanto, pode ser que exista o limite da razdao (5.1) quando = — 3 ou quando Az — 0 e

esse limite seja finito.

Definicao 5.3. Derivada de uma func¢ao em um ponto.
Seja f: A — R uma funcgao, dizemos que f € derivdvel no ponto de acumulagao

a € A, quando o sequinte limite existe e, € finito:

lim ~ = lim flat Az) = fla)

Az—0 Az Az—0 Azx (52)

Quando f seja derivavel em x = a, o limite (5.2) é chamado derivada de f no ponto
a, e é indicado com uma das seguintes notagoes: f'(a); Df(a) ou d—(a) devidas, res-
T

pectivamente, a J. L. Lagrange, A. L. Cauchy, e G. W. Leibnitz.

Observacao 5.1.
A Defini¢ao (5.3) € equivalente a:

) — tim L8 =S Tat A9 = fa)

T—a Tr—a Az—0 AI

Definicao 5.4. Funcao derivada.
Seja f : R — R uma fungao, designemos por B ={x € R /. f'(z) exista }, se
B # 0 a funcao:
f* BCR — R
z = flz)

definida em B € denominada funcao derivada de f, ou simplesmente primeira

derivada de f, e é indicada com uma das notacoes : f';  DFf; T
i

Exemplo 5.2. Derivada da func¢ao constante.
Prove que a funcgao constante f(x) =k onde k € R, € derivdvel em todo ponto a € R

e f'(a) =0.

Solugao.

f(x) — f(a) k—Fk

Para todo a € R temos: lim = lim
T—a T —Q i—a T —

=0,isto ¢, f'(a)=0 Vel
Portanto, sua fungao derivada é f'(x) =0, VzeR.

Exemplo 5.3. Derivada da funcao afim.
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Provar que a funcio f(x) =cr+d (¢, d € R, ¢ # 0) é derivdvel em todo a € R e,
fla) =c.

Solucgao.
Com efeito, para todo a € R temos:
c(x —a)

f’(a):limM:lim (co+d) = (ca+d) =lim —= =¢

Tr—a Tr — a T—a Tr— a r—a T — a

Assim, obtemos derivada da fungao f(z) = cx +d pe a funcao f'(z) =¢, Va eR.
Portanto, f'(a) = c.

Exemplo 5.4. Deriwada da fungao f(x) = x°.

2

Mostre que, se f(x) = x* ,entao f é derivdvel em todo x € R e temos f'(v) = 2z

Solugao.

Temos, para todo z € R e h = Ax:

R (G ) B 1) B )t S _
. B e

Portanto, f'(z) =2z, Vz €R.

Exemplo 5.5. Derivada da fungao f(x) = z".

Mostre que a fungio f(x) =2" (n €N, n #2) ¢ derivdivel em todo x € R e temos

f'(@) = na"!
Solugao.
Para todo z € R temos: f/(.fll') _ Ahmo f(ﬂ? + AA@:T); - f(x) — Ahmo (1} + Az:)(: — X —
z— =

— lim [(z + Az) —z][(z + Az)" ' +a(x + Ax)" 2+ - + 2" (x4 Ax) + 271
 Az0 Ax =

dim (@ + Ar)" T a(z 4+ Ar)" P+ - 42" (a4 Az) + 2" = na™
T—r

isto é, f'(x) = na™ L.

Exemplo 5.6.

Mostre que a funcao f(x) =| x | nao € derivavel em x =0
Solugao.

— f(0
Da definigao da derivada f’(0) = lim ) = J(0) = lim lz]
z—0 x—0 =0
Da definicao do valor absoluto, segue: lim m =1 li m =—1
z—0t T z—0" T

Portanto, nao existe f/(0), porém verifica-se que f é uma fungao continua em = = 0.
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Exemplo 5.7. Derivada da func¢do exponencial.

Prove que a func¢ao f(x) = a” para a >0 e a # 1 é derivdvel em todo x € R, e temos

f'(xz) = a"Lna.
Solugao.
aa:+h — " h _ 1 (lh _
Para todo x € R temos: lim ———— = lim a” - = a” - lim , e sendo,
h—0 h h—0 h h—0
o ) ah -1 . a:L”Jrh —a®
pelo limite notével do Exemplo (3.54), lim = Lna, segue-se que lim ——— =
h—0 h—0 h
a”® - Lna.
Portanto , f(x) = a® é derivavel e temos f'(x) = a” - Lna.
No caso particular em que a = e teriamos, f'(x) = e”, pois Lne = 1.
Exemplo 5.8. Derivada da fun¢ao sen x.
Prove que se f(x) = senx, entao f'(x) = coszx.
Solugao.
h) — h) —
Temos: lim fleth) = fz) = lim sen(a + h) — senz) =
h—0 h h—0 h
. senz -cosh +senh-cosx —senxr .. [senx(cosh —1) senh-cosx
= lim = lim
h—0 h h—0 h h
cosh —1 senh

= senz - lim + cosz - lim = (senz)(0) + (cosx)(1) = cosx
h—0 h—0

h h

Logo, a fungao derivada para f(z) = senzx é a fungao f’(z) = cosz.

5.2.1 Reta tangente. Reta normal

Considere uma curva C, e um ponto fixo P em tal
curva, e seja uma reta secante que corta a curva C nos
pontos P e @, onde e P # () e o ponto @ € C.

Quando () aproxima-se indefinidamente ao ponto
P, através da curva C, a secante ocupara diversas po-
sigoes. Se, com a aproximagao ilimitada do ponto @)

através da curva C para o ponto P, a secante tende a

ocupar a posi¢ao de uma reta denominada LT, chama-

se a esta ultima de reta tangente a curva C no ponto

P, como indica-se na Figura (5.2).

Figura 5.2:

Seja f : R — R, funcao deriviavel em = = a;

considerando a interpretagao geométrica da derivada f’(a) temos as seguintes defini¢oes:



Calculo Diferencial em R

251

Definicao 5.5. Reta tangente.

A reta tangente ao grdfico de y = f(x) no ponto P(a, f(a)) tem por equagdo:

Ly iy — f(a) = f'(a)(z — a)

Definicao 5.6. Reta normal.

A reta que passa pelo ponto P(a, f(a)) e € perpendicular a reta tangente no grdfico

de f em P, é chamada “Reta normal ao grifico de f no ponto P”. (Figura (5.3)).

Se f'(a) # 0 a equagao da reta normal é dada por:
LN:y_f(a') :_f’(a)

Se f'(a) = 0, a equacao da reta normal é: Ly :

(x —a).

T =a.

O comprimento do segmento da tangente AP, com-
preendido entre o ponto de tangéncia e o eixo x, é cha-
mado de comprimento da tangente, e é denotado por
T.

A projecio de AP sobre o eixo z, isto é AB ¢é
chamado subtangente, e seu comprimento denota-se

com Sy. O comprimento do segmento da normal PC,

f(a)

‘Retatangente

|
/ ! Reta
I ~. normal
£ g et
0| A a C =z
Figura 5.3:

compreendido entre o ponto de tangéncia e o eixo z, é chamado de comprimento da

normal, e é denotado com N. A projecao de PC sobre o eixo z, é chamado subnormal e

seu comprimento denota-se com Sy.

Da Figura (5.3) temos:

o Sy=[BCI|=|f(a) tana|=| f(a)- f'(a)|

o N=[PC|=/(f(a))*+ Sy = fla) V/(f(a))? +1

A luz desta interpretacio geométrica, podemos definir:

r(Az) = f(a+ Az) — f(a) — f'(a)Ax (5.3)
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de onde, em virtude da definigao da derivada e da igualdade (5.3), segue que

. r(Ax)
AI:IUIEO Ax

~0 (5.4)

Vejamos tal fato geometricamente.
Observe, a medida que Az — 0, o ponto

a + Az tende para o ponto a, as retas secantes
Tixh= F[ﬂ)ﬂ:f oY =[(#){x-4) + {4

aos pontos (a, f(a)) e (a+ Az, f(a + Ax)) o
tendem & reta tangente no ponto (a, f(a)) e o ““J‘“&;Eg - .:- a1 ]
resto r(Az) tende modularmente para zero. fa L

Notemos que o produto f'(a) - Az pode ser /,,/
encarado, a medida que Az varia em R , como U" i b -E
uma aplicagao linear 7' : R — R, definida por

T(Ax) = f'(a) - Az (que depende do ponto a)
de modo que definindo-se, como em (5.3), Figura 5.4: O conceito de derivada asso-

ciado a existéncia de aplicacoes lineares.

r(Ax) := fla+ Azx) — f(a) — T(Ax)

A
temos lim r(Az)

Az—0  Ax =0

No caso unidimensional, o conceito de derivada & luz do exposto acima pode nao
ajudar muito. Contudo, quando consideramos fun¢oes reais de mais de uma variavel, esta
nova maneira de conceber o conceito de derivada é de fundamental importancia, conforme

serd abordado posteriormente em disciplina Calculo de Varias Variaveis.

Exemplo 5.9.

Dada a fungao g(x) = 2 + 3z — 2, obter as equagoes da reta tangente e reta normal
ao grdfico de f no ponto P(2, 8) e determine os comprimentos da reta tangente, normal,
subtangente e subnormal.

Solugao.

Como ¢(2) = 8, entao P(2, 8) pertence ao grafico de g(z).

Por outro lado, ¢'(x) = 2x+3, logo ¢'(2) = 7, assim a equagao da reta tangente pedida
¢ Ly:y—8="7x—2)istoé Tx —y=06.

1 1
O coeficiente angular da reta normal ¢ m = — == e sua equacao, Ly : y—8 =

q(2)
1

——(r—3)isto é&: Ly: x4+ Ty =259.
7

3
O comprimento da tangente é: T = 5\/5, o comprimento da normal é : N = 3/5; o

. 3 .
comprimento da subtangente é : Sp = 3 e, o comprimento da subnormal é : Sy = 6.
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Exemplo 5.10.
Seja f(x) = x* — x — 2. Determine a equagio da reta tangente ao grdfico de [ que
seja paralela a reta L: x+y = 8.

Solucgao.

O coeficiente angular da reta L é m = —1.
O coeficiente angular da reta a determinar e f'(x) = 2z — 1.
Desde que as retas tem que ser paralelas, f'(z) = —1 o que implica 2z — 1 = —1 logo
x =0 e o ponto de tangéncia acontece em P(O f(0)) isto ¢ em P(0, —2).
- (=

Portanto, a equacao da reta pedida é: 2)=—1(z—0)isto 6 x +y = —2.

Exemplo 5.11.
A reta L passa pelos pontos P(4,5) e Q(9, 11) e, é normal ao grdfico de h(z) = 2% —4
em R(a,h(a)). Determine R e a equacao de L.

Solugao.
. . . ) 1 1
Aplicando derivadas, o coeficiente angular da reta normal L é :m = — Wa) =5
a a
Por outro lado, aplicando a definicao, dados os pontos P e ) o coeficiente angular da
) 11-5 6
reta normal L é dado por m = —— = —.
9-4 5
16 5 —-5\? 551 5 551
809,75 T 4= ¢l (12) T4 entao Fi=g5. =)

6
eaequacao dareta L é: y—5= g(x—él).
Portanto, L: 6x — 5y = —1.

5.3 Derivadas laterais

Seja f : A — R uma funcao, e o ponto de acumulagao a € A.

Definicao 5.7. Derivada d esquerda.

Diz-se que f € derivdvel a esquerda mo ponto x = a, quando existe e € finito o

i @ = @

r—a~ r — a

limite:

Este limite é chamado derivada de f a esquerda do ponto x = a, e indicado com uma

das notagoes: f'(a”); Df(a™); %(a‘).
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Definicao 5.8. Derivada a direita.

Diz-se que [ € derivdvel a direita no ponto x = a quando existe e € finito o limite:

i L@ = f(@

z—at Tr—a

Este limite é chamado derivada de f a direita do ponto x = a e indicado com uma das
d
notagoes: f'(a*); Df(a™); d—f(a+).
x

Exemplo 5.12.

Calcule as deriwadas laterais no ponto a =0 da funcao:

f(x)z{xQ se <0

x se x>0
Solugao.
— f(0 -0
Da Definicao (5.7), temos que lim M — lim < = lim -1 = 1. Por
z—0~ x—0 z—0— T z—0~
tanto, f/(07) = 1.
— (0 2 _
Por outro lado, pela Definicao (5.8) lim M — lim 2 = lim -z = 0.
z—0+t 1 —0 z—0t I =0+

Logo, f/(07) = 0. Nao existe derivada de f(z) no ponto z = 0.

Exemplo 5.13.
Calcule as derivadas laterais da fungao f(x) =| x| no ponto x = 0.

Solugao.

Pelo mostrado no Ezemplo (5.6), resulta que:

z—0 T —1 se <0

f(x)—f(O):|a:|:{1 se 23>0

logo, f/(07) = —1 e f/(07) = 1; portanto f(z) =| x | ndo é derivavel em = = 0.

Exemplo 5.14.

. x se v>0 BRI
Prove que a fungao f(x) = nao € derivdvel a esquerda no ponto
1 se x <0
xz=0.
Solugao.
— f(0 1-0 1
De, fato temos lim M = lim = lim — = —o0, e a fungao nao ¢
z—0— xz—0 z—0—- 1 — 0 z—=0— T

derivavel a esquerda, porque o limite lateral & esquerda nao é finito (é infinito).
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Propriedade 5.1.
Seja [ : R — R, uma funcao, [ € derivavel em x = a se, e somente se existem e sao

iguais as derivadas laterais f'(a™) e f'(a™).

A demonstragao desta propriedade é exercicio para o leitor.

5.4 Derivabilidade e continuidade

Propriedade 5.2.

Se uma fungao y = f(x) € derivdvel no ponto x = a, entao ela é continua em x = a.

Demonstracao.
Por hipotese, f é derivavel em = = a; entdo f'(a) = lim M existe e, ¢ finito.
z—a T —a
Por outro lado, para todo z € D(f), x # a, a seguinte identidade é valida:
f(z) = f(a)
1)~ fa) = TOZID )

Entao calculando o limite em [f(z) — f(a)] quando z — a, e aplicando a propriedade

do produto de limites e a existéncia de f'(a), temos:

(7 (2) — (o)) = 1 PO ZT po)— pray 0=
isto é hi}n[f(a:) — f(a)] = 0.
Portanto, lim f(x) = f(a) ; isto é f é continua no ponto = = a. O

r—a

Observacao 5.2.
A reciproca da Propriedade (5.2) nao € verdadeira, isto €, uma fun¢ao pode ser conti-

nua num ponto, sem que seja derivdvel nesse ponto.

Um exemplo é dado pela func¢ao f(x) =| x | que é continua no ponto x = 0, porém
nao ¢é derivavel nesse ponto (veja o Ezemplo (5.6)).

Outro exemplo é dado pela funcao

f(x):{x se <0

T se x>0

ela é continua no ponto x = 0, porém nao é derivavel nesse ponto.

Exemplo 5.15.

Analisar a derivabilidade em x = 2 para a fun¢ao f(z) definida por:
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2 — g2 se <2
22 —dx +4 se x> 2
Solucao.

A funcao é continua em x = 2, porém nao é deriviavel em = = 2; observe que as

derivadas laterais sao diferentes:

= lim =—4
T—2— Tr— 2 2—2— r— 2
r—2+ x—2 r—2+ xr— 2

Exemplo 5.16.

ar+b, se, x©>1
Determine valores a e b para que exista f'(1) se: f(x) =
T, se, =<1

Solugao.

Como f'(1) existe, entdao f é continua em z = 1;isto é f(1)=1=a+b e f/(17) =

f/(17), como f/(17) =2 e f(1T) = a obtém-se que a = 2, consequentemente b = —1.
Exemplo 5.17.

Determine se a fungao f(x) = é derivavel em x = 0.

%, se, x € racional
0, se, x € irracional

Solucao.

Da definigao de fungao derivavel no ponto x = 0 temos:
f(h)

h)—f(2 h) — 0
7o) = iy L g S — g T

) f(h) h, se, hé racional
orém, —=> =
P h 0, se, h éirracional
f(h)

dois casos lim —~ =0 .
h—0

Portanto, f/(0) = 0.

logo, ¢ derivavel em z = 0 e em quaisquer dos

Exemplo 5.18.

Determine se a fungao f(x) assim definida :

f(x):{x’ se, x>0

1, se, <0

é derivdvel em x = 0.

Solugao.
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Considerando a reciproca da Propriedade (5.2) temos: “Se uma fun¢ao nao € continua
em x = a, entao ela nao € derivdvel em x = a’.

Observe que a fungao f(z) nao é continua em = = 0; logo ela nao é derivavel em z = 0.

5.4.1 Regras de derivagao

Propriedade 5.3.

Sejam f e g fungoes definidas num conjunto A C R e derivdveis em a € A, e k € R
uma constante.

Entao, as fungoes kf, f+ g, e também E € E se g(a) # 0, sao derivdaveis em x = a,

e temos:
i) (kf)(a) =kf'(a).
ii)  (f+9)(a) = f(a)+d(a)

v) (f) (a) = /' (@9(@) ~ f(@)g(a)

(o(@) sempre que g(a) # 0.

Demonstragao. (i)

Do fato ser k uma constante temos:

ENE) = 010D _ B 0) _ ., [110) = 10)]

Tr—a

(kf)'(a) = lim

r—a Tr—a r—a T —Q r—a
=k- {lim M] = k- f'(a)
r—ra Tr — a

Portanto, kf é derivavel em x = a, e (kf)'(a) = kf'(a).

Demonstragao. (ii)

+ =
r—a r—a

(470 =y UTOD =G £ _y, [10)=110)  ole) =510

r —a T—ra
e como f e g sao derivaveis em x = a,

o F@) = f@) | g@) = gla)

T—a r—a T—a T — a

= f'(a) + 4'(a)

Portanto, f + ¢ ¢ derivavel em x = a e (f + ¢g)'(a) = f'(a) + ¢'(a)

Demonstragao. (iii)
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Temos, adicionando e substraindo f(a) - g(z)

(fo)'(a) = lim L 9@ = (F-9)(@) _

r—ra Tr — a

iy [£62):90) = 10 50) + 10900 = o010 _
SN R TES R

Como f e g sdo derivaveis em = = a, elas s@o continuas em x = a; logo, em (5.5) :

f@%—ﬂ@,ﬂ@+fm%guﬁ—ﬂ®}:

Tr —a Tr — a

(fa)(a) = i |

T—a

1m[ﬂﬂlﬂ@]ggﬂw+ﬂ@»m{ﬁﬁlﬂ@];ﬂwa@+ﬂ@ﬂw

T—a r—a T—a T — a
Portanto, (f.g)(x) é derivavel em x =a e (f.g9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a).

Demonstragao. (iv)

Como g é derivavel em x = a, é continua em z = a e sendo, por hipotese g(a) # 0,
pela propriedade da conservacao do sinal de uma fungao numa vizinhanga, existe uma
bola B(a, r), tal que para qualquer = € B(a, r), temos g¢(z) tem o mesmo sinal g(a); de

isto segue que g(z) # 0 em B(a, 7).

Logo, para x € B(a, r); temos:

1 _ (1 R g(a)—g(z)
1 '(a) . (g> (z) (9) () _ [y 08 W@ s@e)
g r—a Tr — a T—a Tr — a x—a T — A
g(z)—g(a)
a): xT . - . 1 1
iy @u@) _ o 9(2) —gla) — a)- :
T—a T — Q T—a €T — Q T—a g(gj) . g(a) (g(a))

1 Ny
Portanto, — é derivavel em z = a, e tem-se: (—) (a) = —— - d'(a).
9 9 (9(a))?
Demonstragao. (v)
f 1 . L :
Observe que, = = f - — e, por hipotese f e g derivaveis em x = a, logo por (iv) desta
g g

propriedade segue que —, (pois g(a) # 0) é derivavel; de (iii) segue-se que e S é derivavel
g g

em r = a, assim:
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Exemplo 5.19.
Dada a funcgao f(x) = (2* — 3x)* determine f'(x).

Solugao.

f(z) = (2* —32)* = (2% — 3x)(2? — 3x), entao aplicando a Propriedade (5.3) i) segue
f'(x) = (22 — 3)(2* — 3z) + (2% — 3x)(2z — 3) = 2(x? — 3x)(2z — 3).

Propriedade 5.4.

Sejam  f1, fa, -+, fn funcoes definidas num mesmo conjunto A, e derivdveis em

T =a € A entao:

i) fit fot o+ fo € derivivel em x = a e temos:
(fi+ fot o+ fu)(a) = fia) + fola) + -+ [ila).
i) fiX fox or X fo € derivivel em ¥ = a e temos:
(i X fax -ox fo)(a) =
= fila) x fala) - fula) + fr(a) x f3(a) -+~ fula) + -+ + fila) x fa(a) -~ f;(a).

Demonstragao. (i)

A demonstragao é feita por inducao finita . De fato , para n = 2 ela é verdadeira pela
Propriedade (5.3) (ii), isto ¢ , se fi e fa s@o derivaveis em x = a; entao fi + fo ¢ derivavel
em z =a e temos (fi+ f2)(a) = fi(a)+ fi(a).

Suponha para n = p verdadeira, isto &, (fi+fa+- -+ f,) (a) = fi(a)+fo(a)+- -+ fi(a),
mostremos para n = p + 1.

Para n = p+1, podemos escrever fi+ fo+---+ fo+ for1 = (fi+ fot+- -+ fp) + fora-
E, como g = f1+ fo+---+ f, ¢ derivavel em = = a ( hipotese de indugao) e também f,44
segue-se pela Propriedade (5.3)(i1) que: (fi + fo+ -+ fo+ fos1) (@) = (fi + fo+ -+
fp) (@) + fra(a) = fila) + fi(a) + -+ + fi(a) + [ (a).

Logo, ela ¢ verdadeira para todo n € N.

Demonstragao. (ii)

Exercicio para o leitor.

Exemplo 5.20.
Dada  f(z) = 32° + a* — 2® + 1 calcule: a) f'(z); b)f'(1).
Solugao. a)

Pela Propriedade (5.3) parte (i) e (ii) temos:
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J(a) = (327) + () + (=2} + (1) = 3a®) + 4a® = (2) + 0=
= 152" + 42® — 32 = 152" + 42° — 322
Solucao. b)
E uma substituicdo direta, f/(1) = 15(1)* + 4(1)% — 3(1)? = 16.

Exemplo 5.21.
Dada f(z) = (z* +x + 1) - 2 calcular f'(z).

Solugao.

Aplicando a Propriedade (5.3) parte (i1i) e (i) temos:
fla)=@*+2+1) 2+ (@ +2+1) (2°) =

=22 4+14+0)-2°+ (@ +2+1)-322 =2°(22° + v + 32> + 32+ 3) =

= 2?(52% + 4x + 3)

Portanto, f'(z) = z*(5x? + 4x + 3).

Exemplo 5.22.
Se f(z) =x e g(x) =| x|, calcular (f + g)'(x).

Solugao.

L , 20
Temos: f'(x) =1, paratodo z € R e ¢'(x) = o :

-1, se, <0
2, se, x>0

0, se, <0

Logo, (f +g)'(z) = f'(z) + ¢'(z) = {

Exemplo 5.23.

1
Dada f(x) = e PaTe €ER—-0 e €N, calcule f'(z).
Solugao.

1
Sendo f(x) = — para n € N; temos por aplicagdes da Propriedade (5.3) (iv), para
xn

O _ xn / —_n - xn—l o
todox € R—0: f'(z) = (;ET(L)Q) =g =@ L
! . =1 —n
Portanto, f'(z) = —n-x =

Exemplo 5.24.

2
Dada f(z) = fjx’ x # 1, calcule f'(x).

Solugao.
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Temos, por aplicagao da Propriedade (5.3)-(v), para z # 1:

Fla) = (x+2)(1—2)—(+2)1—-2) 1-(I1—=z)—(x+2)(=1) 3
(1—x)? (1 —x)? (1—x)?
Portanto, f'(x) = ’

(1—x)
Exemplo 5.25.
Dada a fungao f(x) =

Solugao.

T - e

T calcular f'(x).
T

Aplicando a Propriedade (5.3)-(v) e o Exemplo (5.7), vem:

(x-eY(1+2*) —x-e"(1+2%) (Q1-e"+ax-e®)(1+2%) -z 20

Jle) = (1 +22)? N (1+ 22)? N

et 4 ate” +ate’ — 22" e (4o — a2’ +ad)
- (112 T iy

e (1+x — 2%+ 2°)
(1+ 22)?

Portanto, f'(x) =
Observacao 5.3.

a) Quandon € Z e f(x) =2z" , entao f'(z) = n.x" L.

b) Em geral, se ¢ ¢ um ntimero racional e f(x) = x¢, entdo a derivada f'(x) = c- 2L

Por exemplo, se f(z) = ¥/x, entao f'(x) = -V

Exemplo 5.26.
Dada a funcao f(x) = (2* — 2x)3, determine f'(x).

Solugao.

Aplicando-se a Propriedade (5.3)-(iii) temos: f(z) = (2 — 22)% = (2% — 22)(2? —
2z)(2? — 2z) logo f'(z) = (2% — 2x)' (2% — 2x)(2® — 22) + (2 — 22)(2® — 22)(2? — 27) +
(22 — 2x) (2 — 2x) (2 — 2x)', isto & f'(x) = (20 — 2)(2% — 22) + (2 — 22) (22 — 2) + (2% —
22) (2% — 22)(2x — 2) = 3(22 — 2)(2? — 22)? = 6(x — 1)(2* — 22).

Portanto, f'(z) = 6(x — 1)(z* — 2z).

Exemplo 5.27.

ax® + bzt + ¢
Dada a funcao f(r) = ——, determine f'(x).
Solugao.
Aplicando-se a Propriedade (5.3)(i1) e considerando que a, b e ¢ s@o constantes, temos:
1 1
f(z) = ———="(az”® + ba" + ¢), entdo f'(r) = ———— - (5az” + 4b2?).

Va2 +b* +c? Va2 +b* + ¢

Saxt + 4bx?
Portanto, f'(a) = ar o0

Vaz + 02+ 2
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5.4.2 Derivada de ordem superior

Seja f : R — R uma fungdo, e B = {z € D(f) /. f é derivavel em x } # (). A fungao
f definida em B é chamada funcao derivada de f(z) ou primeira derivada de f(x) e é
denotada pela func¢ao f’(z). Suponha que exista um subconjunto nao vazio em B para
o qual f’(z) admita derivada; isto é para o qual (f")'(x) exista. A derivada da primeira
derivada de f’(x) é chamada segunda derivada de f(x) e indicada com uma das seguintes

notacoes:
d*f(z) d*y
" 2 —
f (l’), Wﬂ Dxf<l’>, @ sey—f(x)

Quando f”(a) existe, dizemos que f(x) é duas vezes derivavel em x = a e o nimero
f"(a) & chamado de - sequnda derivada de f em x = a.

Suponha que exista um subconjunto nao vazio em B para o qual f”(z) admita derivada,
isto ¢ para o qual (f”)'(z) exista. A derivada da segunda derivada de f(z) é chamada de
terceira derivada de f(z), e indicada com uma das seguintes notagoes:
d3y

Dif(a), Th se y=f(@)

d’f(z)

da3

f”/(l’),

Quando f"”'(a) existe, dizemos que f(z) é trés vezes derivavel em x = a e o nimero
1" (a) & chamado de terceira derivada de f em x = a.

Derivando sucessivamente a fungdo f(z) (sempre que seja possivel), obtém-se a n-
ésima derivada ou derivada de ordem n da func¢ao f(z), e indica-se com alguma das
seguintes notagoes:

d" f(x) d"y

S0 pifa), L osey= 1)

f(n) (z),

Propriedade 5.5. Formula de Leibnitz.

Suponhamos que as fungoes f(x) e g(x) sejam derivdveis até a ordem n num mesmo
subconjunto A de nimeros reais. Entao y = f(z) - g(x) € derivdvel até a ordem n em A

e temos:
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A demonstragao é exercicio para o leitor.

Exemplo 5.28.
Dada as fungoes f(x) =| 52> —3x+ 9| e g(x) =5 calcular: 1) f7(x) ii) ¢”(x).
Solugao. (i)

522 —3x 49 se, ba?—3x>9
—(52? —=3r+9) se, br*—3r<9
10 se, Hx?2—3x> -9
—10 se, 51?2 —3x< -9

f(x)=|52? =3z +9 |= {

102 — 3 se, br?—3xr> -9
"(z) = ’ ’ - e f'(x) =
@) {—(101‘—3), se, br?—3r < -9 (@) {
Solugao. (ii)
Para a fungao g(z) = 5% pelo Ezemplo (5.7) temos ¢'(z) = 5z - Lnb, logo ¢”(x) =

5% - Ln5 - Lnb assim ¢”’(z) = 5% - (Lnb)2.

Exemplo 5.29.

Considere a fungao  h(z) = 3;6_ T determine hin)(z).
Solugao.
Suponha  # E entao h/'(z) = -t —(Bz — 1)
P 3 Bz —-1)2

W) = —(=2)3)Bz — )7, W'(x) = —(=2)(=3)3)*Bxr — )7, h(z) =

| 3
—(=2)(=3)(—4)(3)*(3z — 1)® isto ¢ hW(z) = %
- gy (Dol 3
Mostra-se por inducao que, h! )(35) - (32 — 1)l

5.4.3 Derivada da funcao inversa

Seja f : I — J uma fungao monotona (crescente ou decrescente) estrita e sobrejetiva

e I e J intervalos reais. Entao existe, a funcao inversa g : J — [ e ambas sao continuas.

Propriedade 5.6. Regra da derivada de funcao inversa.

Se f € derivivel emx =b e I e f'(b) # 0, entao, g € derivivel em a = f(b) e temos:

) =50 = Flgta)

Demonstracgao.

Com efeito, como para y # a corresponde g(y) # g(a), pois g € mondtona estrita,

assim teremos g(y) — g(a) # 0 e :
9(y) —g(a) _ 1 1

y—a y—a f(@)=f(b)

9(y) = g(a)
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Passando ao limite quando y — a, como x = ¢(y) — b = g(a), pois ¢ é continua,

e, sendo por hipotese 1imw = f'(b) # 0, segue-se: ¢'(a) = limM =
z—b y—a Yy—a

i 1 1 1 1 -

m = = — .

MTy—a T @@ 70 Fle@)

g(y) - g(a) z—b xr—>b
Exemplo 5.30.
Dada a funcao g(x) = /x, n € Z, calcule ¢'(x).

Solucgao.

A funcao g(x) = /x, definida por g : R — R se n é impar ou g: g : Rt — R* se
n é par. Em qualquer caso y = g(z) = ¥/ se, e somente se, z = f(y) = y™. Como ja
estudamos anteriormente, se f(y) = y" entao f'(y) = ny" ' e f'(y) # 0.

Logo, pela Propriedade (5.6),

para x # 0. Este resultado pode ser posto sob forma de expoente isto é, g(z) = 27 entdo

1 1 1 1-n
g'<x>=—-[ l]zg-w.

n 1‘%
Exemplo 5.31.
Dada a fungao g(x) =log, x , para x € RT, calcule ¢'(x).

Solugao.

Temos :  y = g(x) = log, x se, e somente se x = f(y) = a’.

Dado f(y) = a¥, pelo Ezemplo (5.7) segue que f’(y) = a’Lna # 0 quando a¥ > 0 ¢
1 1

B f'(y)  a¥-Lna z-Lna
1 1

quando x > 0. No caso particular em que g(z) = Lnz temos que: ¢'(z) = T = o
r-Lne =

a > 0, logo pela regra de derivada de fun¢ao inversa ¢'(z)

lembre que Lne = log, e = 1.

Propriedade 5.7.
Se f: A — R € derivdvel no ponto a € A, entao existe uma fungao N(h), tal que:
fla+h)—f(a)= f'(a) - h+ N(h)-h para todo x =a+h € A e N(h)=0= N(0).

Demonstracgao.

B —
De fato, sendo f derivavel em x = a temos: lim Jlat }1 J(a) = f'(a) assim,

h—0

podemos escrever na forma flg% Jlat h})L —fa) _ f'(a)| = 0.
fath=fl)

Definimos: N (h) = h ’
0, se, h=0
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Tem, para h #0, N(h)-h= f(a+h)— f(a)— f'(a)-h.
Portanto, f(a+ h) — f(a) = f'(a) - h+ N(h) - h. O

5.4.4 Regra da cadeia

Propriedade 5.8. Sejam f: A— R e g: B — R fungoes tais que Im(f) C B. Se f
é derivdvel em x = a € A e g € derivdvel em b = f(a) € B, entdo, go f é derivdvel em

x=a e temos: (go f)(a) =g'(f(a))- f'(a).
A demonstragao é exercicio para o leitor, é suficiente aplicar a Propriedade (5.7)

Exemplo 5.32.
Dada a fungao g(x) = va? — 15 calcular: ¢"(x).

Solugao.
x
Para a funcao g(x) = V22 — 15 temos ¢’ (r) = ———, logo:
gao g(z) = Vv 9(@) = =z log
g//<l’> _ 22 —15 — \/3;715 _ —15
(Va? —15)2 (Va2 —15)3
15

assim, ¢"(r) = ——————.
(Va2 —15)3

Exemplo 5.33.
Dada F(x) = (2 + 1)2, calcule F'(z)

Solugao.

Observando que F(x) = (23+1)-(23+1) podemos aplicar a Propriedade (5.3), obtendo

Fl(z) = (@ + 1) (2 + 1)+ (2° +1)(2® + 1) = (32°)(2® + 1) + (2 + 1) (32°) = 62%(2* + 1)

Exemplo 5.34.
Dada F(z) = (2 + 4z — 2)'%) calcule F'(z).

Solugao.

A funcao F(x) é composta g o f das fungoes g(y) = 4 e f(x) = 22 + 42 — 2; desde
que ¢'(y) = 100y*° e f'(x) = 2z + 4, segue-se que

F'(z) = 100(f(x)) - (4z — 2) = 100(2? + 4z — 2)% (2 + 4)

Portanto, F'(x) = 200(2? + 4z — 2)%(z + 2).
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Exemplo 5.35.

Dada F(z) = o™ ="+ caleule F'(z).
Solucgao.

A fungio F(z) é composta gof das fungoes g(y) = a¥ e f(x) = 2* — 2% + 1, logo
g (y)=a¥-Lna e f'(x)=32*—2x.

Assim, F'(z) = (gof)'(x) = ¢'(f(x)) - ['(x) =

[a’@ . Lna] (322 — 22) = a® =" *! - [Lna|(32* — 22)

3

Portanto, F'(x) = a®’ ~***1 . (32® — 2z) - [Lna.

Exemplo 5.36.
Dada F(x) = zi = VP, calcule F'(x).

Solugao.

Temos que F(x) ¢ a composta gof das fungoes g(y) = oy e f(r) = 2P, entao
g6 = i e f@) = prarh Asim, F(o) = (g0 fY(@) = (/) fa) =
L

Portanto, F'(x) = 2x 7 .
q

Exemplo 5.37.
Dada a funcgao F(x) = log, (223 + 42* — 1) calcule F'(x).

Solugao.

A fungao F(x) é composta gof das funcoes g(y) = log,y e f(x) =22° +42> —1e

temos ¢'(y) = JLna e f'(z) =62+ 8.
22(3x + 4)
Logo, F'(z) = ¢ - fl(z) = - (62% 4 8z).
o8 F'(x) = /() F(0) = gt e 6+ 80
22(3z +4) 1
Portanto, F'(x) = .
ortanto, F'(z) Lna {2;1:3+4.:1:2—J

5.4.5 Derivada de uma funcao implicita

Nos problemas de aplicagao, nem sempre é possivel achar uma solucao que descreva
um modelo como uma funcao definida explicitamente em termos da variavel independente.

Algumas vezes a fun¢ao é dada em forma implicita como por exemplo:

ot — 2y + 32y — P =0

Aqui y é uma funcao que depende de z, mais nao esta dada na forma explicita como

uma funcao de x; isto é y = f(z).
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Seja E(z,y) = 0 uma equacdo de variaveis z e y. Se ao substituir y por f(z) a
equagao transforma-se numa identidade entao a fungao definida por y = f(x) é chamada
de funcao implicita determinada pela equagao E(z, y) = 0.

Por exemplo, suponhamos a equacao E(z,y) = y*—x—2 = 0 determina implicitamente
as fungoes y = vV +2 e y = —v/x + 2, podemos supor y = f(z), entdo na equacio
E(x, y) = 0 resulta: [f(z)]*> — 2 —2 =0 onde [f(x)]* =2+ 2.

1
Derivando em relacao a variavel = temos 2f(x)- f'(z) = 1 assim f'(z) = ) Logo,
T
1 1

"(z) = ouy = .
/() vV +2 Y Vo +2

_ dy’> _ d(z +2)

Este resultado podemos obter sem substituir y por f(z), observe que =

T x

entdao 2y -y = 1 assim 3’ = % Se consideramos a igualdade y = —/z + 2 o resultado
permanece vélido.

Em geral, se a equagdo E(x, y) = 0 define implicitamente a fun¢ao y = f(z), para
obter Z—i é suficiente derivar a equagao considerando a variavel y como funcao de x e da

equagao resultante isolar a variavel y; isto é:

dE
@ — _dz

— T 4E
dzx @

Exemplo 5.38.

As sequintes fungoes definem implicitamente uma fungao y = f(x), determine a deri-

vada y'.
a) *+y*=6 b) y*—5x—8=0
c) 4x®—16y*—64=0 d) a2y’ —2%y—y® =9z

Solugao. (a)
Observe que y = /6 — 22 e, na equacio x° + 3> = 6 ao derivar em relacao a variavel
x x
x resulta 2z + 2y -y = 0, onde y/ = — =, isto é Y/ = F——.
y-y Y ” Y N
Solugao. (b)
5
Para e equacao y?> — 5z — 8 = 0 segue-se que 2yy’ — 5 = 0, logo 3y = o como
)
)

=4+vb5r+8entao Y = +r——-—
Y (W

Solugao. (c)
Ao derivar a equacao 42% — 16y — 64 = 0, resulta 8z — 32y -3y = 0, onde ¢/ = 4£ e

Y
x

substituindo 2y = ++v/222 — 16 segue-se que ¢y = +—————
Y SHeme due Y = = Vo — 16

Solugao. (d)
Derivando a equacao zy* — 2%y —1y°® = 9z, temos (y*+2xyy’) — (2zy+22y')—3y*-y =9
entdo v/ (2zy — 22 — 3y?) = 9 — y? + 2xy.
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Exemplo 5.39.
Dada a equagao 2° +y° — 22y =0 e y = f(x), determine f'(1).

Solugao.

Derivando implicitamente, 5% + 5y* - 3/ — 2y — 229/ = 0 onde o/ (5y* — 2z) = 2y — 5.

2y — ba*
Na equacao original quando z = 1 temos y = 1 e 3 = 5y4—:2v7 entao f'(1) =
yt — 2x
21) 51
B —-2(1)

Portanto, f'(1) = —1.

Exemplo 5.40.

2 2
Determine a equagao da reta tangente no ponto (7, —%) a circunferéncia de centro
na origem e raio a unidade.
Solugao.
A equacao da circunferéncia ¢ dada por 22 + 3> = 1. Sabemos que o coeficiente

angular da reta tangente num ponto a circunferéncia, ¢ dada pelo valor de sua derivada
nesse ponto.

Derivando implicitamente e equagao da curva, temos que:

dy dy x
2 y—=—=0 = 2L ==
S ydx dx Y
2 V2 d 2
Em particular, para o ponto (g, —\/7—) resulta que % = —_2\? =1
2 2
Logo, y—(—i)zl(x—i) = y=x—2.

2 2
Portanto, a equacio da reta pedida é, y = = — /2.
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Exercicios 5-1

1. Aplicando a definicao, calcular a primeira derivada para cada uma das seguintes

funcoes e indicar seu dominio.

1. fz)=6"—-5z+2 2. f(z)=2"-32> 3. f(x)zgiji
1
4. f“"):m 5. f(z)=vV16—22 6. f(x)zgfx

2. Dada f(z) = \/z, calcule : 1. f(2); 2. fl(x).
3. Dada f(z) = 2* + 4z — 5, calcule f'(—1).
4. Dada f(z) = %, x # 0, calcule: 1. f(2); 2. f'(x).

5. Determine quais das seguintes fungoes sao derivaveis nos pontos indicados:

r+3, se, r<3
—x+5, se x>3

a=3

2—9, se, x<3
2. €T = ’ ’ a:3
/(@) {\/x 3, se x2>3

2
SRR I Y
4. f(x)=|2*—4] a=2
|z +2 | se, x<0
5. f(x)=< 2—2? se, 0<z<2 a=0 e a=2.

22 —4x+2, se 2<ux

6. Mostre que: (1.) Se f ¢ fungdo par, entao f'(z) = —f'(—x). (2.) Se f & funcéo

impar, entao f'(z) = f'(—x).

7. Define-se o angulo entre as curvas y = fi(z) e y = fo(z) no ponto de intersecao

M (z9, yo), a0 menor angulo compreendido entre as tangentes respectivas no ponto
fa(xo) — fi(2o)
1+ fi(wo) - f3(x0)

1. Determine o angulo que forma com o eixo das abscissas a tangente a curva
20° o
Y= =3 9 tracada no ponto z = 1.

M. Este angulo é determinado pela formula seguinte: tan g =
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2. Determine o angulo compreendido entre as pardbolas y = 8 — 22 e y = 22,

3. Determine o angulo entre a pardbola y = 4 — 22 e o raio vetor do ponto M(1, 3)

desta linha.

8. Para cada uma das seguintes func¢oes determine a primeira derivada.

1 f@:):% 2 f(w)=1|f3|72
s —1 1—a?
3@ =E-D{tg 4 )=
4 — x? .
1.3
7. flz) =2z |} 8 f(:v)=m
4$+6 o 2
9. f(x):m 10. f(CL’) —|I 9|
B 2 VItz+V1I-z
11. f(x)—\/%*\/; 12. f(m)_\/l—l—x—\/l—x
2
13. f(z) = /(23— |z )2 14. f(iU)ZxV$2—a2—%

15, fla) = [L V2 16, f(r) = A+ - /AT PP
17. f(z) = —F—— 18. f(x)=Wr+1+Vo—1)

, se, x#0

x
pede-se:
0, se, =0

9. Dada a fungao: f(x) = {

1. Provar que ela é continua no ponto x = 0.

2. Calcular as derivadas laterais dessa fungao no ponto x = 0.

10. Suponha a fungao y = f(z) seja derivavel em x. Mostre o seguinte:

1.  f'(z)=lim fleth) = flo=h)

h—0 2h
L et h) = fle— k)
2. "(z)= 1
fo= . htk
|
11. Seja g(z) = 2" e 0 < k < n; mostre que: ¢ (z) = ( n'k)‘:v”_k
n—k)!

12. Mostre que se f é derivavel em = = a, entdo | f(x) | também é derivavel em = = a

sempre que f(a) # 0. Dar um exemplo quando f(a) = 0.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Para cada uma das seguintes fungoes f(z), determine f(f'(xc)).

2. f(z)=2?
7 4. f(x) =17z

Determine as derivadas das fungoes inversas das seguintes fungoes:

1
1. = 1? 2. =327 — 3. h(z)=
fla) = o) = 32>~z @)= —
4 fl@)=(@+2? 5 gla)=- - : 6. h(z)= (2% 1)
: 9 . ds .
Seja t =2 — 3s + 3s°, determine o mediante s
. 3 . do
Seja x = y°> — 4y + 1. Determine —.
dy
Determine a primeira derivada implicita para as fungoes y = f(z) .
22 P 33
1. ——|—b—2:1 2. Vr+y=+Vva 3. 2° —y° = 3axy

4. o'yt =22 5. a¥=y" 6. Va2+ /2= Va2

225 a?
Que angulo forma com o eixo das abscissas com a reta tangente a curva y = = "9
tracada no ponto com abscissa x = xg?

Escrever as equacoes da reta tangente e normal & curva z? + 2xy? + 3y* = 6 no
ponto M (1, —1).

2 2
x
Mostre que a tangente a elipse —+‘Z—2 = 1 no ponto M (zy, yo) ¢ dada pela igualdade
I Y _
a2 2
22 P
Mostre que a tangente a hipérbole — — = 1 no ponto M(xg, yo) é dada pela
a
xx
igualdade —0 _ Yy
a? b?
22y
Determine as equagoes das tangentes a hipérbole 5 7= 1 que sejam perpendi-

culares & reta 2z +4y —3 =0
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24

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Christian José Quintana Pinedo
. - i 1 1
Determine a equagao da reta tangente ao grafico f(z) = — de no ponto (6, 6)
x

8
Determine a equagao da reta tangente ao grafico de g(z) = T+ 2 que passa pelo
T
ponto (=3, —4). Compare com o Exercicio (24) e encontre uma explicagao razoéavel

para o coeficiente angular dessa reta.

Determine a equacao da reta tangente a hipérbole de equacao 222 — 3y? — 12 = 0,
no ponto (2v/3, 2)

Calcule o coeficiente angular da reta normal ao grafico da fungao g(x) = vz2 — 1,
no ponto (3, ¢g(3)) .

Determine a equacao da reta normal a curva y = no ponto de abscissa 2.

2+ 4’
Determine a declividade da reta tangente ao grafico de 223y — 22 + 22y — v = —1,

no ponto (1, 2) .

Determine a equagao da reta tangente a curva y = 1/x de modo que ela seja paralela

areta 8r —4y —1=0.

3 3
Mostre que a reta normal & curva 2 +y3 = 32y no ponto (5, 5), passa pela origem

de coordenadas.

De 1988 a 2000, a receita (em milhdes de reais) de uma companhia tinha como
modelo mateméatico R(t) = 0,87t* — 15,8213 + 147,961? — 542, 75t + 784,93, onde
t = 5 corresponde a 1988. Qual a taxa de variagao da receita da companhia em
19937

Uma empresa de eletronicos utiliza 600 caixas de transistores por ano. O custo
de armazenamento de uma caixa por um ano ¢ de 45 centavos de real, e gastos
em transporte de envio ¢ de R$30,00 por ordem. Quantas caixas devera pedir a

empresa em cada envio para manter o custo total minimo?

Um produtor de laranjas em Goidnia estima que, se planta 60 laranjeiras numa
determinada area, a produgao média por arvore seria de 400 laranjas por arvore. O
produtor sabe também que por cada arvore adicional de laranja plantado na mesma
area, a média de produgao de cada arvore diminui em 4 laranjas. Quantas arvores

deve plantar o produtor para maximizar a producao total?
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5.5 Derivada de fungoes transcendentes

5.5.1 Derivada das fungoes trigonométricas

As funcoes trigonométricas sao derivaveis em seus respectivos dominios e temos a

seguinte propriedade:

Propriedade 5.9.

a) Se f(z) = senz, entio f'(z) = cosz.
b) Se f(z) = cosz, entdo f'(z) = —senz.
c) Se f(z) =tanz, entao f'(x) =sec®x.
d) Se f(x) = cotz, entao f'(x) = —csc’x.

e) Se f(x) =secxz, entio f'(x) =tanz - secz.

f) Se f(x) =cscx, entao f'(x) = —cotx - cscw.

Demonstragao. (a)

Considere f(z) = senz entao, da defini¢ao de derivada temos:

, sen(x + h) —senz . senx - cosh + senh - cosx — senx
f(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
. senz(cosh — 1) 4 senh - cosx . cosh—1 . senh
= lim = senz - lim + cosz - lim =
h—0 h h—0 h h—0 h
= (senx).(0) + (cosz)(1)
Portanto se, f(z) = senz, entao f'(x) = cosx
Demonstragao. (b)
Considere f(x) = cosx entao, da defini¢cdo de derivada temos:
() = lim cos(x + h) — cosx _ iy OB T CO8 h — senh - senx — cos x
h—0 h h—0 h
. cosz(cosh — 1) — senh - senx . cosh—1 . senh
= lim =cosx - lim ———— — senz - lim =
h—0 h h—0 h h—0

(cosx).(0) — (senz)(1)

Portanto se, f(x) = cosx, entdo f'(r) = —senx

Demonstragao. (c)
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senx

Temos f(z) = tanx, entdo f(z) = da propriedade da derivada do quociente de

cos
/! /
_ senz)’ cosx — senx(cosz) . |
duas fungoes, resulta f'(z) = ( ) 5 ( ) , isto é
cos? &
2 2
cos” x + sen“x 1
f(z) = 5 = —— =sec’z
cos? x cos? x

Portanto se, f(z) = tanz, entdao f'(z) = sec? z.

Propriedade 5.10.

Seja u = u(x) fungio derivivel em x, entdo:
a) Se f(x) = sen[u(z)], entao f'(z) = {cos[u(z)]} - u'(z).
b) Se f(x) = cos[u(z)], entio f'(x) = —{sen[u(z)]} - /().
c) Se f(z) = tan g[u(z)], entdo f'(z) = {sec*[u(z)]} - u'(x).
d) Se f(z) = cotlu(z)], entio f'(z) = —{csc[u(@)]} - u/(x).
e) Se f(x) = sec[u(x)], entio f'(x) = {tanfu(z)] - seclu(z)]} - u'(x).
f) Se f(z) = csclu(x)], entio f'(x) = —{cot[u(z)] - csclu(z)]} - u'(x).

Exemplo 5.41.

Determine a primeira derivada para as sequintes funcgoes:

a) f(r)=sen?(5x — 3) b) g(z) = cos*(a — x) c) h(z)=sen’ (%)
d) f(z)= xlje;lj e) h(x)=senlz-cos®z.
Solugao.

a) f(z) = sen?(bx — 3), entao f'(x) = 2sen(bx — 3) - cos(bx — 3) - 5; isto ¢ f'(z) =
Hsen(10x — 6)

b) g(z) = cos*(a — z), entao ¢'(r) = —{2cos(a — x)sen(a — z)}(—1), isto é ¢'(x) =

sen(2a — 2x).
c) h(z)=sen’ (§>7 entdo i'(x) = {3sen” (%) cos (%)}%, logo A (z) = sen? (g) cos (%
d) f(z) = xl.j% entao:

N (1+ 2?)[x - senz] — (1 + 2*)'x - senz B
fia) - el _
(L4 a2?)[senz 4 z - cos ] — (2z)[z - senz]
(14 22)?
onde f'(x) = (1 —a?)senz + (14 a?)x - cosw

(1+27)
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e) h(x) =sen'r - cos®z, entdao h'(z) = [4sen’x - cos x| cos® x + senx[3 cos® x - (—senx)];

isto é h'(x) = sen’®z cos? x(4 cos? x — 3sen’z).

Exemplo 5.42.

1
Sejam as fungoes: f(x) = tan®x +sec?x — —,  g(x) = sen(tanz + secz) e h(x) =
x
vsecy/x. Determine f'(1), ¢'(0) e h'(1).
Solugao.

1
a) Dada a funcao f(z) = tan®z + sec?r — —, entao f'(x) = 3tan®x - sec’ z + 2secx -
T
1 1
tanz - secx + — assim f'(z) = tanz - sec’ x(3tanz 4+ 2) + — e f/(1) = tanl-sec®1 -
T T
1
(3tan1+2)+§ =tanl-sec’1- (3tan1+2) + 1.
Portanto, f/(1) =tan1-sec’1-(3tan1l+2)+1

b) Para a fungao g(x) = sen(tanz + sec z) temos
g (z) = [cos(tanz + secx)] - (sec’ v +secx - tanx) =

g (z) =secx - [cos(tanx + secz)] - (secx + tanz) =
g'(0) =sec0 - [cos(tan 0 + sec 0)] - (sec 0 4 tan 0) = cos(1)
Portanto, ¢’'(0) = cos 1.

c) Se h(zx) = y/sec/x, entdo

\/ (sec /) ~3[sec /& - tan \/z] = Vsee v tan o

h(x) = N

1
4

_ sec/x - tan\/x
8/x '

5.5.2 Derivada das funcgoes trigonométricas inversas

Portanto, h'(1)

Propriedade 5.11.

As fungoes trigonométricas inversas sao derivdveis em seu dominio e temos:

1

a) Se f(x) = arcsenz, entao f'(z) = T |z |< 1.
-
b) Se f(x) = arccosz, entao f'(x) = —;, |z |< 1.
V1—a?
1
— arct tao f'(x) = —— R.
c) Se f(z) = arctanz, entio f'(x) 22 x €
1
d) Se f(x) = arccotz, entdo f'(x) = z € R.

14 a2’
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e) Se f(x) = arcsecz, entio f'(r) = ——————, |z |> 1.

1
| x| Va2 =1

1
f) Se f(x) = arcesczx, entao f'(v) = —————, x|> 1.
) Se f(x) F@) =~ 12
Demonstracao.(a)

Seja f(x) = arcsenx, e y = f(z), entdo z € [—1, 1] e y € [—g g]

dx
Da igualdade y = arcsenz segue que x = seny e — = cosy = /1 — sen?y onde,

dy
dr = /1 —sen?y -dy = 1 — 22 - dy.
d 1
Portanto, Yo istoé fl(x) =

dr /1 — 22’

Demonstragao.(e)

para | z |< 1.

1
V1—a?
Seja f(x) =y = arcsecz, entao da definigao da fungao trigonométrica inversa,

v € (—o0, —1JU[L, 400) e yel0,~)U(

2 > 7]

T
2

Podemos escrever = secy, derivando em relacao a variavel y segue
dx 5
@ =secy -tany = secy - \/sec’y — 1

se x € [1, +00) entdo y € [0,

) e tany = y/sec?y — listo é de = x - \/sec?y — 1-dy; se
etany = —y/sec?y — 1, logo dx = secy-y/sec?y — 1-dy =|

b 3

x € (—oo,—1]entaoy € (g,ﬂ
x| Va2 —1-dy.
1

d
Portanto, e — |z |> 1.

dr x| Va? =1
Propriedade 5.12.

Seja u = u(x) funcao derivdvel respeito a varidvel xz, entao:

—

a) Se f(x) = arcsen[u(z)], entao f'(z) =

1 — [u(z)]?
i o a
b) Se f{a) = axccoslu(r), entio ') = ~—=0
) i
c) Se f(z) = arctanf[u(x)], entao f'(z) = 11 [u(@)]?
&) S () = nceolue)], enti @) =~

e) Se f(x) = arcsec|u(zx)], entao f'(x) =
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f) Se f(x) = arcesclu(x)], entao f'(x) = —

Exemplo 5.43.
Dada a fungao f(x) = arcseny/'l — 22 quando | z |< 1; determine f'(x).
Solugao.
T
Considere-se a funcao u(x) = v/1 — 22 entdao u/(x) = ————, logo considerando
¢ao u(xr) = v/ () N
f(z) = arcsen|u(x)], e derivando em relagao a variavel independente x segue-se
u'(x) 1

T VI-@P VI @)

ul(z) =

f'(x)

T 1 T

1
B \/1_[\/@]2 VI—22 V22 J1—a?

f'(x)

quando 0 <| z |< 1;isto é f'(z) = quando 0 <| z |< 1.

T

|z | V1 — 22
Exemplo 5.44.

Sejam y = cos(z? +4°) e y = f(z), determine y'.

Solugao.
; 2 3 5 / du
Considere u(x, y) = 2* + y°, entdo y = cosju(z, y)] ey’ = —senfu(z, y)]d—
x
A equagao u(x, y) = 0 determina a fungao implicita y = f(x), logo
r 2 0 _ 2 3 2 2 3
y = —senfu(z, y)| - 22 + 3y - y| = =22 - sen(z” + y°) — 3y” -y - sen(x” + y°)

—2z - sen(z? + y?)
14 3y? - sen(z? + y3)
Exemplo 5.45.

onde ' =

3a’x — 23

m} , determine ¢'(x).

Dada a fungao g(x) = arctan [

Solugao..

3a’r — 23

a(a? — 3z?%)

Observe que u(z) = [ } logo, derivando em relacdo a x temos:

3a? — 3z%)[a(a® — 32%)] — (3a*x — 23)(—6ax)  3a(z* + 2a*z? + a)

() = & _

a2(a? — 372)? a2(a? — 372)?
Por outro lado ¢g(z) = arctan[u(z)], entao ¢'(z) = . u'(z) isto &
L+ [u(2))?
1 3a(zt + 2a?2? + a*) 3a(z? + a*)?

/ _ . —
g (x) N 1 4 |: 3al2x—x3 ]2 0/2(@2 — 31’2)2 (12(61 2 — 31’2)2 + (3@237 — £C3)2
a(a?—3z2)
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3a

Assim g/(l') = m

5.5.3 Derivada das funcoes: Exponencial e logaritmica

Propriedade 5.13.
As fungoes exponencial e logaritmica sao derivdveis em seus correspondentes dominios,

e temos:
a) Se f(x) =a", x€R, entao f'(r) =a” Lna, VzeR.

b) Se f(z) =¢€", x €R, entio f'(zv) =e*, VazeR.

c) Se f(z) =log,z, x>0, entio f'(x) = , Va>0.

z - Lna

d) Se f(x) =Lnz, x>0, entao f'(z) = l, Va>0.
T

e) Se f(x)=Ln|xz|, x#0, entdof’(x)zi, Vo #0.

Demonstragao. (a)

Se f(x) = a*, x € Rentdo a > 0 ou a # 1. Do Exemplo 5.7 temos: f'(x) =

a:):Jrh —a” ah -1
lim —— =a" - lim
h—0 h—0
Demonstracao. (b)

= ¢”Lna.

Se f(x) = e*, x € R, entdo é um caso particular de a = e, entdao pelo mostrado na
parte a) temos f'(z) = e” - Lne = e”.
Demonstracao. (c)

Se f(z) =log, x, x > 0, entdo y = log, x se e somente se x = a¥ derivando implicita-

1
a?y - Lna

mente esta ultima igualdade em relacao a x temos: 1 =a? -y’ - Lna, logo 3/ =

1
isto é: f'(x) = .
isto & f'(x) x - Lna
Propriedade 5.14.

Seu=u(zr) e v=nuv(z) sao funcdes derivdveis respeito a varidvel x, temos:

Y

a) Se f(z) = a"@, entio f'(z) = a*® - Lna - u'(z).
b) Se f(x) = e“® entio f'(z) = "™ -/ (x).

c) Se f(z) =log,[u(z)], wu(z)>0, entao f'(z) =

u(z) - Lna

d) Se f(z) = Lnfu(z)], wu(x) >0, entao f'(z) = —— - u'(z).
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e) Se f(z) = [u(@)]"®, entio: f'(z) = [u()* [t/ (z) - Lufu(z)] + 22 o/ (2)

Demonstragao. (€)
A demonstragao de (a), (b), (c) e (d) é imediata.

Seja f(z) = u(x)*@ entdo f(x) = @] — cv@) Lnfu@)] jogq,

fl(x) = eLnlu@® . (v(x) - Lnfu(z)]) =

::6LMuun“zz/($)-[Jqu(x)]+-9£§2-zﬂ(x)

Assim, F(z) = [u()]"@ [/ (2) - Lofu(@)] + 2 ()]

Exemplo 5.46.
z(z —1)

Determine a derivada da funcao y = 5
l’ —

Solugao.
1
Da propriedade da fungao logaritmo temos que Lny = é[Lnx +Ln(x—1)—Ln(z—2)];

) y 1.1 1 1
derivando L = 2= - .
erivando [:c+:c—1 x—2]
1 1 e )

y 2
Portanto, y' = g[1 + ———],istoéy = :
’ 2z x—-1 xz-27 2¢/x(z — 1)(z — 2)3

Exemplo 5.47.
T
Determine a derivada da sequinte func¢ao: y = {1 + —] )
x

Solugao.

1
Em modo de logaritmo temos Lny = x - Ln [1 + —} = z[Ln(z 4+ 1) — Lnz], calculando
x

/

1 1 1 1
a derivada primeira L. [Ln(z + 1) — Lnz] + x - ——|=In|l+—| - :
Y r+1 =z x 1+

1 1 I 1
Portanto, ' = y[Ln {1 + —] ——] = {1 + —] - [Ln {1 + —] -
x I+ x x

1
1+2z

.

5.5.4 Derivada das equacoes paramétricas

O grafico de uma curva y = f(x) é composto pelos pontos P(x, y) no plano cartesiano.
Por exemplo, a trajetéria de uma particula em movimento no plano é descrita por um par
de equagoes em fungao do tempo na forma x = z(t) e y = y(t); estas equagoes descrevem
o melhor o movimento, a posi¢ao da particula (x, y) = (z(t), y(¢)) em qualquer instante
t.

Por exemplo, x = cost, y = sent, 0 <t < 27 descreve o deslocamento de uma

circunferéncia no sentido anti-horéario.
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Definicao 5.9. Curva parametrizada.
Se x ey, sao dadas como fungoes x = x(t) e y = y(t) ao longo de um intervalo
de valores de t, entdao o conjunto de pontos (x, y) = (x(t), y(t)) definido por essas

equagoes € uma curva parametrizada. As equacoes sao equacoes paramétricas para

a curva.

A variavel ¢ ¢ um parametro para a curva, e seu dominio ¢ chamado “intervalo do
parametro”, quando a <t < b, o ponto (x(a), y(a)) é o ponto inicial e o ponto (z(b), y(b))
é o ponto final.

Uma curva parametrizada z = z(t) e y = y(t) seré derivavel em t, se z e y forem

derivaveis em t. Estas derivadas num ponto estao relacionadas com a regra da cadeia

dy dy dx
dt  dr dt
Observacao 5.4. Curva parametrizada.
Se as trés derivadas existem e Z—? # 0, entdao
dy  dy/dt
de  dx/dt

Exemplo 5.48.
2

Determine d_tg;’ em funcdo det, se x =2t —t? ey = 3t — t3
Solugao.

Tem-se que 1 = dy _dy/dt _3(1— ) 3(1+1)

Cdr  dx/dt 2(1—t) 2
3(1+1)
d*y d [(dy d (dy/dx d 9
Ob @y _dfay\ _d fayjary _d 2 | s
SEVEARE e dt(dt) dt(dw/dt) at | 20—¢) |0
S 3d 14ty 3 2 3
S 4dt\1—t) 4 (1—-t)2 2(1—1)?
d?y 3

Portanto, ﬁ = m
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Exercicios 5-2

1. Para cada uma das seguintes funcoes, determine sua primeira derivada em relacao

& variavel z.

1. y =sen?(3 —5z) 2. y = cos*(x — a) 3. y = sen’ [%]
. . t -1
4. y = Loseny 5. y =sen‘z -cos’x 6. - anrT
1+ 22 tanx + 1
tanx senr + cosx secr — tanx
7. y = 8. y=——""—#¥— 9. y=—
sen%x senx — cos secs (;i—s %:nm
n2x
10. Yy = > 11. y =sen(nz) -sen"zr 12, y=-—-
tanx 1 —cos2x
[sen(nx)]™ cotx — 1 cscx + cot x
13. = L gy = 2T 15, y= LT OORT
[cos(max)|™ tanx + 1 cscr — cot
vV 2 1
16.  y =sen(cos ) 17.  y=sen’r +cos’x 18. y= %
1—
19. y= sec(l — z) 20. y=+/1—senz—+/1+ senx

sec(l —x) + tan(l — x)
2. Determine constantes A e B de modo que y = A -sen3x — B - cos 3x, cumpra a

igualdade: y' + 5y = 18 cos 3.

3. Determine a derivada implicitamente para cada uma das seguintes funcoes:

1.  y=cos(zx—y) 2. tany = 322 + tan(z + y)

3.  cot(zy)+azy=0 4. \/j — \/> =2

5. cos(ry) =y - tan(zy) 6. y = sen’z + cos?y

7. y=sen(cos(z? + y?)) 8. sen(z +y) +sen(z —y) =1
9. cos(zr+y)=y-senx 10. y=sen(z+y)

4. Desenhar o grafico das seguintes fungoes:

1. y=ux- arctanx 2. y=ux—2arctanx 3. y = arcsec(z?)
4. y=arcsen(z? + 3z —10) 5. y = arccos/T 6. y=arccosy1 — x?

arcsenx

V1— 22

Justifique sua resposta.

5. A relagao y = cumpre a equagao diferencial : (1 — z?).y — a2y —1 = 07

1
2
x -Senﬁ, se, ©#0

6. Calcular f'(z) e seu dominio para a fungao: f(x) =
0, se, =0
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7. Derivar y = Ln(z) em relacdo a u = e

8. Determine a primeira derivada para cada uma das seguintes funcoes:

1 t ‘ 2 arcta 2
: = arctan | —— : = arctan
Y 1 — a2 Y 1 —a?
3. y = arcsec 4. y = (x + a) - arctan Vel Vazx
222 — 1 a
5 1 t tan x 6 [0+ acosx
: = —arctan | —— : = arccos
Y V2 V2 Y La+ bcos :c
2 x - x2
7. y = arctan | —| + arctan [5] 8. y = arcsen ]
x I
2 otans +4 [ 3
9. y = - arctan | ———2—— 10. y = arctan PR
3 3 4 + 5cosx
11. xry = arctan [Q} 12. Va2 +y? = b - arctan [£]
x
13.  x =arcsen(l — 14.  arccos(zy) = arcsen(z + y)

O

9. Determine expressoes comuns para as derivadas de ordem n das seguintes fungoes:

1
1. y = senax + cosbx 2. y=sen’s 3. y=
ar +b
4 = sen*z + cos z 5 = ; 6 S
A YT 32 S

1
10. Seja f(z) = 2% -sen—se x # 0 e f(0) = 0. Suponhamos que g(x) e h(x) sejam
x
fungoes tais que: h/'(z) = sen?(sen(z + 1)), h(0) =3, ¢'(z) = f(z +1) e g(0) = 0.
Achar:

a)  (foh)'(0) b)  (90f)'(0) c) k(%) onde  k(x) = h(a?).

d
11. Determine d_y para cada uma das seguintes funcoes:
x

2Ln* 3
1. y=+/zarcsen(y/z) + V1 — 22 2. y=Ln DQLW
2Ln“senx — 3
4t 1—2vt 1—
3. y=Ln Vitans + Vian o 4. y = arctan *
Vidtanzr + 1+ 2v/tanzx 1+

5. y = Ln[z.senz + cosx + /(v - senz + cos )2 + 1]

12. Seja f(z) =0sex € Q e Pes ¢ ). Mostre que f nao é diferenciavel em nenhum
q

a€cR
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Sejam as funces y = 2% - Ln(z) e z = Ln(x). Estabeleca uma relacio entre ™ e

2("=3) para n > 4.

r—3
Mostre que a fungao y = 4 cumpre a relagao: 2(y')? = (y — 1)y”.
x

Mostre que a fungao y = (22 — 1) cumpre a relagao:

(22 — D)y 4 209D — 2(n + 1)y™ =0, VneN, n>2

Sejam f(x) e g(z) fungoes de z. Considere as seguintes igualdades: y = f(x) —

g (), z=g(x)+ f'(x), Y = f'(x)senz — ¢'(x)cosx e Z = f'(z)cosz + ¢'(x)senz.

. o dy1®  [dz1? dy1® [dz]?

Mostre que verifica-se a identidade: |—=| 4+ |—| =+ |—| + |—]| .
dz dx dx dz

Mostre que a fungao y = (z++/22 + 1)¥ cumpre a relagao: (z2+1)y"+x-y' —k*y = 0.

Mostre que a fungao y = A - sen(wt + wy) + B - cos(wt + wy) onde A, B,w e wy
d2
sao constantes; cumpre a relacao: d_tg + w’y = 0.

Mostre que se az? + 2bxy + cy® + 2gx + 2fy + h = 0 temos:
dy — ar+by+g 5 Py A

dr  br+cy+f Code? (brfey+ f)3

Onde A é constante que nao depende de x e y.

1.

. . - . . d dy d dz
Sejam u, v, z trés fungoes de variavel x taisque: y= — (u-—= ), 2= — (u-—|.
dz dz dx dx
d dz dy
Most — — =z ]| =
ostre que . {u (y I z dx)} 0

Verificar que o determinante D(x) nao depende de z (¢ uma fungao constante):

cos(x +a) sen(x+a) 1
D(xz) = | cos(x +b) sen(z+0b) 1
1

cos(z +¢) sen(z + c)

Determine a derivada n-ésima das seguintes fungoes:

-z 9 _ 3x+2 3 _mz+p
y_1+x VTR Y=
Determine as derivadas n-ésima para as funcgoes:
1. y=Ln(xz+1) 2. y=arctan(x) 3. y=sen’r+cos’x

4. y=sen’z 5. y=senr +cos*z 6. y=senx-sen2z -sendx
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Christian José Quintana Pinedo

1
2
r“-sen—, se, x#*0 )
Prove que a fungao: f(z) = x’ 7 ¢ derivavel em z = 0 e

0, se, =020

£/(0) = 0.

Sey=a-cosxr+b-senr e z =a-senx + b-cosx, determine condi¢oes para que

ym) 2 = () 2(m) onde m,n € N,

~ x-sen—, se, x#0 _ . .
Prove que a fungao: f(x) = x nao € derivavel nem a es-

0, se, =020
querda nem a direita no ponto x = 0.

Mostre por recorréncia que a derivada de ordem n de:

n Ve

_ on—1_ = A (n)—_ [ S—
Loy=aetge 6 g0 = (-

2. y=e"%% cos(x- sen(a)) & y™ =e¥ . cos[z-sena +n - al
b
3. y=e“ .sen(br+c) ¢ y™=,/(a2+b2)"-e®[sen(bx + c) + n - arctan(—)]
a
m x - : 1 )
Mostre que, quando § = — — arctan(—), a n-ésima derivada de y = ——— ¢
2 a a? + 2

sen(n + 1)0

Mostre que a funcao y = e®+2¢?? satisfaz a equacao diferencial: y"” —6y”+11y" = 6y.

y™ = (=1)" - n!

Mostre que a funcio y = z° satisfaz a equacdo diferencial: y®) + ) 4+ ¢ + " +
Y +y=212*+ 32>+ 6z +6.

Calcular a primeira derivada em x = 0 para a fungao

Va2 — 1

Va2 —bx+4

f(z) = ¢/Ln(arcsenz + arccos x)2? +

Um clube universitario levanta fundos vendendo barras de chocolate a R$1, 00 cada.
O clube paga R$0, 60 por cada barra e tem um custo anual fixo de R$250, 00. Escreva
o lucro L como funcao de x, nimero de barras de chocolate vendidas. Mostre que
a derivada da funcao lucro é constante e que ¢é igual ao lucro obtido em cada barra

vendida.

A receita R (em milhdes de reais) de uma determinada empresa de 1.989 a 1.993
admite o modelo R(t) = —5,1t3 + 25,6t% — 29,3t + 45,2, onde ¢ = 0 representa o
tempo em 1.989. a) Achar a inclinagao do grafico em 1.990 e em 1.989. b) Quais

sao as unidades de inclinagao do grafico?.
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5.6 Aproximacao local de uma funcao

Seja f uma funcao derivavel no ponto * = a e consideremos a funcao afim definida
por: T,,(z) = f(a) + m(x — a) onde m é ntumero real.

Toda fun¢ao afim 7),(x) numa vizinhanca de x =
a, ¢ uma aproximacao para a fungao f(x), no sentido By y = f(x)
que o erro cometido nessa aproximacao tende a zero flatAx) p=msmmmee
quando (a + Az) — a ou Az — 0 (Figura (5.5)).
De fato, se expressamos este erro em termos de Az e

fazendo F(Ax) como:

E(Az) = f(a+ Az) — T, (a + Ax)

Como f é derivavel em = = a, entao f é continua Figura 5.5:

em xr = a o que implica que:

lim [f(a+ Az) — T, (a + Az)] im E(Az)=0

=1
Az—0 Az—0

isto significa que para valores pequenos de Az temos f(a + Ax) bastante proximo de
T(a+ Ax)

Propriedade 5.15.

Se f € derivdvel em x = a e

E(Az) = f(a+ Az) — T, (a + Ax)

L B(A ,
ent@o Algilo e = 0 se, e somente se m = f'(x).
Demonstracao.
E(A
(=) Por hipotese  lim (Az) =0 e Tnla+ Az)= f(a)+ m(Az), entdo
Az—0  Ax

. fla+Azx) — f(a) — m(Ax)
lim =
Az—0 Az Az—0 Az Az—0

Por tanto m = f(a).
(<) Reciprocamente, por hipdtese m = f’(a), da defini¢ao de derivada num ponto,

temos que o limite :

. fla+ Az) — f(a)
0= Alililo Ax Az—0 Ax
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i [0 A2) = flo) —m(Aa) - B(A)

=0
Az—0 Ax Az—0 Az

Observacao 5.5.

Desta Propriedade (5.15), observamos que existe uma inica fun¢ao afim que aprozima

E(Ax)
a f(x) com a condigao AICICIEO N

=0.

Esta aproximacao é exatamente a reta tangente a curva f(z) no ponto z = a. Isto
significa que qualquer funcao derivavel no ponto x = a, pode ser aproximada localmente

por um polinémio de grau um.

Exemplo 5.49.
Numa vizinhang¢a do ponto x = 3, determine o polindmio que aproxima localmente a

fungao g(x) = Va? — 1.
Solugao.

, assim o

Para a fungao g(z) = va? — 1 temos ¢'(z) = Ll’ entdao ¢'(3) =

T2 —

%Iw

polinémio que aproxima é P(z) = ¢(3) + ¢'(3)(x — 3) isto & P(x) = /8 +
0,

> (@-3).
\/_
Observe que P(3,01) = 2,8391 e ¢(3,01) = 2,8390 o erro £(0,01) 1

0001 é minimo.

5.6.1 Funcao diferenciavel e diferencial de uma fungao

Definicao 5.10.
Seja f: A — R uma funcio e a € A um ponto de acumulagao de A. Se diz que

f € diferencidvel no ponto x = a, se:
fla+ Az) = f(a) + m- Az + Az - e(Ax) (5.6)

onde e(Az) -0 se Az —0 e £(0) =0.

A expressao m - Ax da igualdade (5.6) denomina-se diferencial de f no ponto x = a,
correspondente ao incremento Ax e denota-se d(a, Ax) ou simplesmente df (a). Em geral

a df () chama-se diferencial de f(z).

Propriedade 5.16.
Se f € diferencidvel no ponto x = a, a constante m que aparece na Defini¢ao (5.10) ¢é
unica.

Demonstracao.
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Suponhamos que existam m # m; e ;(Az) tais que:
fla+ Azx) = f(a) + my - Az + Az - &1(Ax) (5.7)

Com Alimo e1(Az) =0. Substraindo (5.6) de (5.7) obtém-se :
z—

0= (m—my)Az + [¢(Az) — e1(Az)]|Az

Para Az # 0, m — m; = ¢(Ax) — 1(Az), no limite a ambos os membros quando

Az — 0 obtémos m = my, isto significa que a constante é tnica.

Propriedade 5.17.
A fungao f(x) é diferencidvel no ponto x = a se, e somente se f € derivdvel no ponto

Tr = Q.

Demonstracao.

(=) Por hipotese, f(x) ¢ diferenciavel no ponto x = a, entao
fla+ Az) = f(a) + m(Azx) + Az - e(Ax)

como m é constante e Alirno e(Ax) = 0, dividindo por Az # 0 e calculando o limite quando
T—

Ax — 0 obtém-se:

Ar) —
i BT = = (3 =

entao m = f’(a); isto é f é derivavel em x = a.

(<) Reciprocamente, ¢ a Propriedade (5.7). O

Exemplo 5.50.
Seja f(x) =z  funcao identidade, calcular o diferencial de f(x).
Solugao.
df () = f'(x) - Az como f'(x) =1 e f(x) =z, obtemos dz = Ax.
Isto significa que o “incremento da varidvel independente x(Ax) € igual a seu diferen-

cial dx”.

Exemplo 5.51.

1
Seja f(x) = —x*, calcular o diferencial de f no ponto x = 2; Qual ¢ o diferencial de

fw)?

Solugao.

Temos d(2, Az) = f'(2) - Az, sendo f'(z) = z:ﬁ, logo f'(2) = 3; assim o diferencial
de femaz =2 ¢d(2 Azx) = f(2) Az = 3Ax.
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3
Por outro lado, o diferencial de f(x) é df (x) = f'(z) - Az = 5% Az.
Observacao 5.6.
Considerando os resultados anteriores, se y = f(x) temos:
dy
a) df(a) = f'(a)-dx b) dy=df(x) = f'(x)-du ) — =/

5.6.2 Propriedades do diferencial de uma funcao

Propriedade 5.18.

Sejam u = f(x) e v = g(x) fungdes diferencidveis e ¢ uma constante, entdo:

a) d(c)=0. b) d(cu) = cd(u)
c) dlu+wv)=du)+dw) d) d(uwv) =wudw)+v.du)
o) d(%) :v-d(u)v—zu-d(v)

A demonstragao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Exemplo 5.52.
Seja f(x) = /22 + 5, determine df .
Solugao.
x-dx
22 +5

Do fato df (x) = f'(x) - dx temos df (x) = (Va? +5) - dx =

Exemplo 5.53.
Dado f(x) = 2? + 3, determine Af e df quando z =2 e Ax =dxr =0,5. Qual € o
erro E(Ax) quando utilizamos df para aproximar Af?

Solugao.
Paraa =2 e Ax = 0,5 temos:
Af = fla+ Az) - f(a) = f(2,5) - f(2) = 2,25
df(2,5) = f'(2)dx = 2(2) - (0,5) = 2

Logo, E(Az) = Af —df =2,25 -2 =0, 25.

5.6.3 Significado geométrico do diferencial

Reescrevendo a definicao de funcao diferenciavel obtemos:

fla+ Az) = f(a) + f'(a) - Az + Ax - e(Ax)
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onde Fla+Ax) - f(a)
a+ Ax) — fla

e(Ax) = Az , se, ATF#0

0, se, Az =20

Isto significa que se f ¢é diferenciavel em x =
a, e que f élocalmente aproximada por sua reta

tangente:
Tn(z) = f(a) + f'(a)(x — a)

Sejam P(a, f(a)) e Q(a+ Az, f(a+ Az)) os
pontos sobre o grafico de f (Figura (5.6)). A reta

paralela ao eixo y que passa por () intercepta a

reta tangente 7,,(x) no ponto S e a reta paralela

Figura 5.6:

ao eixo r que passa por P a intercepta no ponto R.

Temos tanao = ﬁ:}i, porém PR = Ar = dr e tana = f'(a) onde, RS = f'(a)dz =
d(f, Az). Assim obtém-se que Ax — 0 e Ay ~ dy.
Portanto, f(a+ Az) ~ f(a) + f'(a)dx.

Observacao 5.7.
Se y = f(z), sendo Ay = f(a+ Az) = f(a) e Ay =~ dy deduzimos que dy é

aproximadamente a varia¢ao que sofre a funcao f quando x varia de a até a + Ax.

Exemplo 5.54.
Estima-se em 12c¢m o raio de uma esfera, com um erro mdzimo de 0,006cm. Estime
o erro madximo no cdlculo do volume da esfera.

Solugao.

4
Seja 7 o raio da esfera, seu volume é dado por V() = —ar?; denotando dr o diferencial
do raio; temos dV = V'(r)dr, isto é dV = 4mridr, fazendo r = 12, dr = 0,06, assim,
dV = 47(12)2(£0,006) = 10, 857cm?.

O erro maximo na medida do volume, devido ao erro na medida do raio é 10, 857cm?.
Exemplo 5.55.

Aprozimar mediante diferenciais a raiz quinta de 3127.

Solugao.

Seja f(z) = ¥/r e a = 3125, temos f(a) = V/3125 = 5. Se a + Az = 3127, entao
Az =2 = dx.

Como f(a+ Az) =~ f(a) + f'(a)dx entao, f(3127) =~ f(3125) + f/(3125).(2). Isto é

V3127 ~ /3125 + 2( ) =5+ 0,0032 = 5,0032

1
5v/31254
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Portanto v/3.127 ~ 5, 0032.

Definicao 5.11.

Se existe erro na medida de um experimento que descreve uma func¢ao y = f(x),

define-se:

erro na medida d
Erro relativo = .

valor médio — f(a)

dy
f(a)

Por exemplo, se a medida de um comprimento acusa 25¢m. Com um possivel erro de

O erro percentual é o erro relativo multiplicado por 100; isto é -100%.

0,1
0, lem, entao o erro relativo é 2’—5 = 0,004.

O significado deste nimero é que o erro, é em média de 0,004cm por centimetro.

Exemplo 5.56.
A altura do paralelepipedo de base quadrada € 15¢cm. Se o lado da base muda de 10

para 10.02cm, usando diferenciais calcular a mudanga aprorimada de sue volume.

Solugao.

O volume do paralelepipedo ¢ V = 2%h, onde a altura h = 15 é constante e x lado da
base quadrada é variavel; entdao, V = 1522 e dV = 30x - dx.
Para nosso caso z = 10 e dx = 40, 02; logo dV = +6cm?. O volume sofre aproxima-

damente um aumento de 6¢m?.

dV 30x-d d
O erro relativo 6 = = =2 %% _ 0,004 e o erro percentual ¢ — - 100% = 0, 4%.
1% 1522 1%

5.7 Teorema sobre funcoes derivaveis

Seja f : R — R fungao real com dominio D(f), e a € D(f).

Definicao 5.12.

Dizemos que f apresenta um mdzimo absoluto em x = a, se f(x) < f(a) Vzx €

D(f)-

O wvalor f(a) é chamado mdximo absoluto de f.

Definicao 5.13.

Dizemos que f apresenta wm minimo absoluto em x = a, se f(a) < f(x) Va €

D(f)-

O wvalor f(a) é chamado - minimo absoluto de f.
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Definicao 5.14.

Dizemos que f apresenta um - mdximo relativo - ou - mdximo local - em x = a, se
existe § > 0 tal que f(z) < f(a) Vz € B(a, 6) =(a—9, a+9) CD(f).

O numero f(a) é chamado - mdzimo relativo - ou - mdzimo local de f (Figura

(5.7)).

Definicao 5.15.

Dizemos que f apresenta um minimo relativo ou minimo local em x = a, se existe
d > 0 tal que f(a) < f(x) Yz € B(a, 6)=(a—9, a+0) CD(f).

O niamero f(a) é chamado minimo relativo ou minimo local de f. (Figura (5.8))

1
1
1
5 0 a+5 a a-5

!

o e
|

Figura 5.7: Figura 5.8:

Exemplo 5.57.

eja flx) = —x etermine seus valores de mdximo e minimo absolutos.
S V16 2 det [ d bsolut

Solugao.

O Dominio de f(x) é D(f) = [—4, 4] e seu grafico é uma semicircunferéncia de raio 4.
Existe méaximo absoluto em z = 0; f(0) = 4 é o maximo absoluto, e o minimo absoluto

emx =—4 ou z =4; f(4) =0 é o minimo absoluto.

Observacao 5.8.

e Se f(c) é o valor de minimo ou maximo, recebe o nome de extremo de f ou valor
extremo de f, assim poderemos falar de extremos absolutos ou extremos relativos.

O ponto x = ¢ é chamado de ponto de extremo.

e Se f(c) é um extremo relativo, entdo x = ¢ é um ponto do interior do D(f) isto é

existe § > 0 tal que B(c, ) C D(f). Esta condicao verifica-se necessariamente se
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f(c) é um extremo absoluto, ja que o extremo absoluto pode ocorrer num ponto que

nao é ponto interior do dominio.

Exemplo 5.58.

3
Seja a fungao f(x) = 2|+xx|2 seu grafico mostra-se na Figura (5.9).

Observe que f(—1) = f(1) = 1 é maximo local e absoluto, f(0) = 0 ¢ o minimo local
e absoluto.

Considerando a defini¢ao de extremo, se temos a fungao constante f(x) = k para todo
r € R, entao x é um ponto de extremo absoluto e relativo, k£ é seu maximo absoluto,

maximo relativo, minimo absoluto e minimo relativo.

3 4
.ll.':|;|' 1_ [ ; :
e
v={z) - ) I L AN B
J_f——'i‘“-x\ ) T i / \_\. S o
i \\' ~ : ' - .._. : S
! v i b ! S
i / | = s
l ] 1 i A
Bmmmmmmmm e e ] :
Figura 5.9: Figura 5.10:
Exemplo 5.59.
2
3 se, —2<x<0
) —x, se, 0<z<1
Seja f(x) =<
1, se, r=1
2
T 3
— ==, se, l<x<3
\ 2 27 )
Observando o gréfico desta func¢ao (Figura (5.10)), temos:
e f(—2) = —2¢é o minimo absoluto; ndo tem méaximo absoluto.

e f(0)=0 e f(1)=2sao maximos relativos.

Propriedade 5.19.
Seja f: R — R fungao real tal que:

a)  f(c) é um extremo relativo de f.
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b) f tem deriwada em x = c.
Entao f'(c) = 0.

Demonstracao.

Podemos supor f(c) seja maximo local. Neste caso existe uma vizinhanga B(c, §) C

D(f), tal que f(x) < f(¢), Yz € B(c, ¢). Entao:

Se z<c e z€B(d) = flx)<fle) MEO (5.8)

Se x<c e z€B(e,d) = flx)<fle) f<:2:f(c)<0 (5.9)

De (5.8) temos  f'(¢7) = lim ) = fle) >0

r—c~ r —C

De (5.9) temos  f'(c¢) = lim f@) — f(0)
r—ct T —C
Do fato f(x) ter derivada em x = ¢, estes limites sao iguais, entao f'(¢7) =0 = f'(c");
isto é f'(c) = 0.

De modo analogo mostra-se quando f(c) seja minimo local.

<0

Observacao 5.9.

a) A Propriedade (5.19) afirma que, se f(c) é um extremo relativo de f, e se f tem
derivada em = = ¢, necessariamente f’(c) = 0; isto significa que a reta tangente a

curva y = f(x) é horizontal no ponto P(c, f(c)).

b) O fato f'(¢) = 0 nao implica que = = ¢ seja necessariamente um ponto de extremo.

Exemplo 5.60.
Seja f(z) = (x —2)® V€ R; entao f'(z) =3(x—2)? e f'(2)=0.

Nao obstante, © = 2 nao é ponto de extremo relativo como mostra a Figura (5.11).

Figura 5.11:
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Definicao 5.16. Ponto critico.
Seja f : R — R fun¢do real de dominio D(f) e a € D(f); o ponto x = a €

chamado ponto critico ou ponto singular de f se; f'(a) =0 ou, se nao existe f'(a).

Observacgao 5.10.
Da Observagao (5.9), uma fungao f pode ter extremos relativos nos pontos criticos; e,
para calcular estes pontos € suficiente resolver a equagao f'(x) = 0, ou a que resulta de

considerar que f'(z) nao exista.

Exemplo 5.61.

Determine os pontos criticos para cada uma as sequintes fungoes:

) f)=t’ b) ()= 21"
c) h(z)=9Vr’+ 12z d) flz)= %(2:@3 + 322 — 362 + 6)
e) g(x)=senx
Solugao. a)
Temos f(x) = % + ;, entao f'(x) = % — %, quando f’(x) = 0 temos i ;225 =0,
logo sao pontos criticos: * =5 e x = —5.

Quando x = 0 o namero f’(0) nao existe, porém z = 0 nao é ponto critico por nao
pertencer ao dominio de f.

Solugao. b)

3| Sm{l—xQ

= tao ¢’ =
9(x) = T entdo ¢'(v) = = |

} quando ¢'(z) =0 = x==1 e,
quando nao exista ¢'(z) temos x = 0.

Sao pontos criticos para a fun¢ao g(x), os nimeros t =1, z = —1 e 2 = 0.
Solugao. c)

Para a funcio h(x) = 9v/2b + 12z temos

W (z) = 15V2? + 4Vz=2

Vet +4

3
xr2

isto & h/(x)

Observe que h'(0) nao existe, e ndo existe ntumero real tal que h'(z) = 0, logo o tnico
ponto critico é x = 0.

Solugao. d)
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1
flx) = E(Q:vg + 32% — 362 + 6) entdo

f/(q;) = %(x2+x—6) = %(J}—2)(Qj‘—|—3) =0

implica que os Gnicos pontos criticos sao *r = —3 e = = 2.
Solugao. e)
2k + 1)
g(x) = senz temos ¢'(x) = cosz; quando ¢'(x) = 0 temos x = % para todo

ke Z.

2k +1
Sao pontos criticos de g(z) os nimeros z = u

5 para todo k € Z.
Teorema 5.1. de Rolle. (1652 —1719).

Seja f : |a, b] — R uma fun¢ao que cumpre:
a) [ continua em [a, b)].

b) f tem derivada em (a, b).

Entao existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracao.
Da continuidade da funcdo em [a, b], segue que a fungao tem pelo menos um minimo

e um maximo absoluto em [a, b]; isto é existem ¢; e ¢y em [a, b] tais que

flc1) =m= min .f(z) e f(ca) =M = max .f(x)
z€|a, b] z€|a, b]

Se ¢; € (a, b), pela hipotese b) e da Teorema (5.1) temos f'(¢1) = 0 e esta propriedade
estaria mostrada sendo ¢ = ¢;; de modo analogo se ¢y € (a, b).

Resta mostrar o caso que ¢; e ¢ sejam os extremos do intervalo [a, b].

Suponhamos que ¢; = a e ¢ =b (ouc¢g = b e ¢ = a), a hipotese ¢) indica
que f(a) = f(b) = 0, isto significa que m = M =0 e f(z) =0 Vaz € [a, b]; logo
f'(x)=0 Yz € la, b e, esta propriedade é verdadeira. O

Observacao 5.11.
A Teorema (5.1) seque sendo vdlida se a hipdtese c) € substituida por f(a) = f(b).

5.7.1 Interpretacao geométrica do teorema de Rolle

O teorema de Rolle tem significado geométrico imediato.
As hipoteses dizem que o grafico de f é continuo no intervalo [a, b] e tem retas tangente

em todo os pontos com abscissas em (a, b) e, se A(a, f(a)) e B(b, f(b)) sao os pontos
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com, f(a) = f(b), entao existe pelo menos um ponto P(c, f(c)) com P diferente de A e

B no qual a reta tangente ¢ paralela ao eixo-z como mostra a Figura (5.12).

a/ 4 Plefe)

Figura 5.12:

Exemplo 5.62.

x? —

x
Dada a fungao f(x) = verificar se cumpre o teorema de Rolle.

Solugao.
Observe que f(0) = f(9) = 0, porém a fungao f nado é continua em = = 3.
Logo, nao podemos aplicar o teorema de Rolle, isto nao significa que nao exista um

valor dentro do intervalo para o qual sua derivada seja igual a zero.

Exemplo 5.63.
Dada a fungao f(x) = W—?){”/E, verificar se cumpre o teorema de Rolle no intervalo
[0, 3].

Solucgao.

i)  f é continua no intervalo [0, 3.
" 4 1
i) f'(x) :g%—ﬁ
i) /(0) = /(3) = 0.
Entao, pelo teorema de Rolle, existe ¢ € (0, 3) tal que f'(c) = 0, isto ¢ f'(c) =

4 1
3%—\76_2:00ndec:£—1.

Exemplo 5.64.

O custo C(x) de pedido de uma mercadoria é dada pela funcao:

; isto é, f tem derivada no intervalo (0, 3).

10(2* +z + 3)

C(z) = Py Py

onde C(x) € medido em milhares de reais e x é o tamanho do pedido medido em centenas.
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(a) Verifique que C(3) = C(6).

(b) Segundo o teorema de Rolle, a taza variagdo de custo deve ser zero para algum pedido

no intervalo [3, 6]. Determine o tamanho desse pedido.

Solugao.
10(3*+3+3) 150 25 10(6* +6+3) 450
Ob C(3) = = —="—r°c (C(6)= - =
a) serve que C'(3) 33+ 3) 18 3 e C(6) 661 3) 1
25

3 logo C'(3) = C(6).
b) A funcado custo C(x) é continua em todo seu dominio ( z > 0), em particular no
intervalo [3, 6], sua derivada ¢é

222 — 62— 9
x2(x + 3)?

C'(z) = 10 [

existe no intervalo (3, 6); logo existe ¢ € (3, 6) tal que C’(c) = 0.
2¢* — 6c—9
c2(c+3)2

6 = 108

Istoé 1
sto é O{ 1

]:0 = 2% —6c—9=0 = c=

_ 6+V108  6+10,4
N 4 a 4

Quando o pedido for aproximadamente maior que 4, 1 centenas (410 unidades), a taxa

Comoce (3,6) = ¢ = 4,1 aproximadamente.

de variacao de custo deve ser zero.

Teorema 5.2. Do Valor Médio - T.V.M.
Seja f : [a, b] — R uma func¢ao que cumpre:

a) [ continua em [a, b).

b)  f tem derivada em (a, b).

£0) = (@)

Entao existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = ;
—a

Demonstracao.
Seja m o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)) e
fb) — fa
IO =1 o g(a) = flaytm-(a—a).
Considere a fungao auxiliar F'(z) = f(z) — g(x), isto ¢ F(z) = f(x) — f(a) — m(x —
a) Vx€la, b.
Observe que F'(z) cumpre as condigbes do Teorema de Rolle no intervalo [a, b], pois

F' é continua em [a, b], ¢ derivavel em (a, b) e F(a) = F(b) = 0.

g(x) areta que passa pelos pontos A e B, entao m =

f(b) = f(a)
b—a

Este Teorema do Valor Médio também é conhecido como Teorema de ou de Lagrange.

Entao existe ¢ € (a, b) tal que F'(c) =0, isto é F'(c) = f'(¢c) =m = 0
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5.7.2 Interpretagao geométrica do Teorema do Valor Médio.

O gréfico de f(x) no intervalo [a, b] tem a pro-
priedade de ser continuo em [a, b] e possui retas tan- +y
gentes em todos seus pontos de abscissas em (a, b)
entao o T.V.M. afirma que existe pelo menos um fi)
ponto P(c, f(c)) com P diferente de A(a, f(a))
e B(b, f(b)) na qual a reta tangente é paralela a
corda (Figura (5.13)).

fia)

- i

o _
o |—————
o

0
¥ = 1) oo

Propriedade 5.20.
Seja f : [a, b] — R uma fung¢ao que cumpre: Figura 5.13:

a) [ continua em [a, b].
b)  f tem derivada em (a, b) e f'(x)=0 V€ (a,bd).

Entao f € constante em [a, b], isto € f(x) =k V€ la, b].

Demonstracao.

Seja = € (a, b) um elemento arbitrario e £ € R uma constante.

As condigoes do T.V.M. sao verificadas no intervalo [a, x] C [a,b], logo existe ¢ €
(a, =) tal que f(z) — f(a) = '(c)(x — a).

Da hipotese b) segue f'(c) =0, logo f(x) — f(a) =0 isto é f(z) = f(a) =k, pois x &
arbitrario em (a, b) assim f(x) =k VY € [a, b). Da continuidade de f em, [a, b] segue
que f(z) =k Yz €la,b].

Propriedade 5.21.
Se uma fung¢ao [ tem derivada em (a, b) e f'(x) = 0 para todo z € (a, b), entao

f(z) =k para todo x € (a, b) onde k € constante.
A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Observacao 5.12.

Se o intervalo nao é aberto, a Propriedade (5.21) nem sempre é verdadeira. Por
exemplo, para a funcio f(z) = ||z|]] =n, Va € [n,n+1), Vn € Z, sua derivada
fllr)=0 Vze(R-2).

Este exemplo mostra que, se a derivada € zero num determinado conjunto, entao a

funcao nao necessariamente é constante em tal conjunto.

Propriedade 5.22.
Sejam f e g:a, b — R fungées que satisfazem:

a) [ e g continuas em [a, b].
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b) f e g derivdveis em (a, b) e f'(x)=¢'(x) V€ (a,b).

Entao f(z) = g(z) +k VYo € la, b] onde k € uma constante.

Demonstracgao.

Considere a funcao h(z) = f(z) — g(z), Vax €
[a, b] entdao h é continua em [a, b] e tem derivada em Y 4
(a,b) e W(z)=f'(z)—¢(x) =0 Vaz€&a,bd)epela ==k

Propriedade (5.21) h(z) = k Y € [a, b] onde k & 7
constante. k { /§

Portanto f(z) =g(x)+k Vax € [a, b]. ¥=gx) } k

X

Observacao 5.13. 3 0 b

A Propriedade (5.22) indica que se f e g sao fun-
¢oes derivdveis no intervalo aberto I CR e f'(x) = Figura 5.14:
g (z) em I, entdo seus grificos sao curvas paralelas

como mostra a Figura (5.14).

Exemplo 5.65.
Seja f(x) =2® — 2%, x € [-1, 3], determinar o valor que cumpre o T.V.M.

Solugao.

A funcdo f(x) é um polindomio, logo ela ¢ continua em [—1, 3] e com derivada em
(=1, 3) e f'(x) =3x? — 2x.
Em virtude do T.V.M. existe ¢ € (—1, 3) tal que f'(¢) = 3¢* — 2¢ onde 3¢ — 2¢ =

5
5 = c¢c=-1lec=-.
Cc ec 3

5
Portanto, o valor que cumpre o T.V.M. é ¢ = 3

Exemplo 5.66.

Verificar se o T.V.M. podemos aplicar & fun¢io f(x) no intervalo [0, 2| onde:

f(x):{ 6 —322 se, x<1

32 se, x>1
Solugao.

No intervalo [0, 1] a func¢do é polinémica, e no intervalo (1, 2] a fungao estd bem
definida assim, para determinar a continuidade de f(x) no intervalo [0, 2] ¢ importante
determinar a continuidade em x = 1. Observe que f(17) = f(17) =3 e lin% f(x) = 3,

r—r

logo f é continua em = = 1, consequentemente em [0, 2].
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Por outro lado,

f’(x) _ { —6x se, <1

—627% se, x>1

e /(1) = f'(17) = —6, entao f é derivavel em (0, 2).

2)—f(0
Como f cumpre as condi¢oes do T.V.M. , existe ¢ € [0, 2] tal que f’(c) = % =
21
5 Observe que /(1) = f'(17) = f/(1) = —6 entdo ¢ < 1 ou ¢ > 1, mais; se
21 7
f'(x) = =6z para x < 1 entdo f'(c) = —6¢ = Yy = c= T € (0, 2).
21
Por outro lado, se f'(x) = —6273 para x > 1, entao f'(c) = —6¢3 = -3 c=
.16
— € (0, 2).
- €1(0,2)

7 16
Portanto, os valores que verificam o T.V.M. sao T ey -

Exemplo 5.67.

1 ‘ ‘
Dada a fungao g(z) = p—) mostre que nao existe nenhum nimero real ¢ no intervalo
x p—

9(6) — g(2)

(2, 6) tal que ¢'(c) = 1

resposta.

. Determine se isso contradiz o T.V.M. justifique sua

Solugao.

O T.V.M. diz que, se g é continua em [2,6] e diferenciavel em (2,6) entao existe
c € (2,6) tal que ¢'(c) = M

Observe que g(x) nao é derivavel em (2,6) em particular em = = 4 temos ¢'(x) =
—ﬁ nao existe.

Por outro lado, g nao é continua em [2, 6], em particular em x = 4.

Portanto nao se contradiz o T.V.M.

Supondo que exista ¢ € (2,6) tal que

roy 1 g(6) —g(2) 1 1
=y~ 1 7 Tle—42 1

Isto ultimo é um absurdo.
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Exercicios 5-3

]
= ’ 4
T ’
o \

1. Para os seguintes exercicios, determine se cumpre o teorema de Rolle para as fungoes

dadas no intervalo indicado, se for assim, determine os valores que o cumprem.

1. f(x)=2>—4x em [0, 4] 2. f(x)=2—4x+3 em [1, 3
3. f(z)=1—vVz* em [-1,1] 4 f(z)=2*=5224+4 em [-2, 2]
1
5. f(z)=2*+4x em [—4, 0] 6. flx)=42®+2>—4r—1 em [_Z’ 1]
2. Pode-se aplicar o teorema de Rolle para as seguintes fungoes ?
22 — 4z 12 — 4z
1. = 2 =
g0 =5 fr) =23
3. f(x)= ’ em [2, 4] 4. f(z)=2>4+2z2-5
r—1 5
5. f(z) =Ln(senz) em [%, g] 6. f(x)=2"-3z
32?2 — 2 4
7. gla) =2 +42? —Tr —11 em [-1,2] 8. fla) =" ZJF
x R
9. g(z)=+vz2—-32+2 em [, 2] 10. g(z) =4%"* em |0, 7]
39 9
x—§x —6x+§, se, =< —1
11.  f(z) = |22 — 4, se, |x|<1 em -2, 2].

2t — 23 —3x+6, se, x>1

3. Mostre a seguinte propriedade: Se a equacdo agx™+a1x™ ' H+asx™ 24+ -+a,_12 =0
tem uma raiz positiva ¥ = xgy, entdo a equagdo napr™ "t + (n — ax™ 2 + (n —
2)a2x”_3 + -+ +a,_1 =0 também tem uma raiz positiva, sendo esta menor que xg.

4. A fungao f(x) = 2= 4$2 tem valores iguais nos extremos do intervalo [—1, 1]. Mostre

que a derivada f’ (:c% nao se reduz a zero em [—1, 1] e explicar por que nao cumpre

o teorema de Rolle.

5. A funcao g(z) =| x — 2 | tem valores iguais nos extremos do intervalo [2 — a, 2 + a]
para a > 0. Mostre que a ¢'(z) ndo se reduz a zero em [2 — a, 2 + a] e explicar por

que nao cumpre o teorema de Rolle.

6. Seja a fungao f(z) = 1+a™(z—1)" onde m e n sdo inteiros positivos. Sem calcular
a derivada, mostre que a equagao f’(x) = 0 tem pelo menos uma raiz no intervalo

0, 1).
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7. Mostre que a equacao 2° — 3z + ¢ = 0 nao pode ter raizes diferentes no intervalo

10.

11.

12.

0, 1).

Para o seguintes exercicios determinar se o T.V.M. ¢é aplicavel no intervalo dado;

caso afirmativo verificar.

1. f(x)=2"+2r em [-2, 0] 2. f(z)=va2+9 em [0,4]
3. flx)=22"—2* em [-2, 2] 4. f(x)=|4—2*| em [-2,2]
3 3
5 f(z)=|9—42*| em [—5, 5] 6. f(r)=Lnzr em [I, ¢
x3 r+1
7 - 9, 4 . -
flr)= " em [0, 4 8. f@) =10 am 24
0 ()= 1 L2 10 )= e 2
. xr) = €1 — . — e i
4+ | x| 7 VT s M ’
11.  f(z)=2" em [0,a] n>0 a>0
1 < -1
— se, =< -—
12, f(x) =< 22 T em [—2, 0]
8 — 422, se, x> —1
3—x?
, se, x<l1
13, f(z)=9q {2 em [0, 2]
-, se, x>1
T
2r +3 <3
4. flo)=4 T2 e 0 em [-1, 5|
15—2x se, >3
| 22 —9 | se, x <2
15, f(x)=<¢ 5+2vVx—2 se, 2<x <11 em [—4, 12]
[ 11+ (11)%,  se, z>11
(22 + 4 se, —2<x<0
16.  f(x)=1 4 —6963 se, 0<w<l em [~2, 2]
\ xQ——i—l7 se, 1<x<2

Determine os pontos criticos das fungoes do exercicio anterior.

Sem calcular a derivada da fungao f(x) = (x — 1)(x — 2)(x — 3)(x — 4), estabelecer

quantas raizes tem a equacao f'(x) = 0 e indicar em que intervalos se encontram.

Mostre que a que a equagao f(x) = " + px + g nao pode ter mais de dois raizes

reais quando n é par; e mais de trés raizes quando n é impar.

Para as seguintes fung¢oes, determine o polinémio 7'(x) de grau um que aproxime

localmente a f(z) no ponto indicado e obter valores que se indicam:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

1. fx)=vV16+22+ Yz em xz=64, [f(67), T(67).
2. fz) = x;i - em o =2, f(L68), T(L6).

3. flx)=2*+4x+5 em x=05, f(5.8), T(5.8).

Para as fungdes seguintes. Achar Af, df, e E(x) = Af — df para os valores

indicados:

1. f(x)=2*+5z, z=-1, Az=0.02.

2. fr)=23+52*-32x+2, =2, Azr=0.0L
3. f(x)= ’ xr=0, Az=0.1.

r+1
1

4. f(;l}):\/m xr=25, Ax=0.01
22

5. f@):ﬁ’—{—l r=1, Ax=0.3.

Para os seguintes exercicios achar o diferencial da fungao:

1. f(z) =323+ 52 +2 2. flx)=a*+2vz—1

5. ()= o 4 f) =

5. fla) = 6. flr)= ALY
Usando diferenciais determine o valor indicado.
1. flz)=a'+222-3,  f(=2.97). 2. fla)= @ £(2.024)
3. fla)={ zj 1 F(0.1). 4. f(z) = % £(1.91).

5. f(z)=a%+52* —x +1, £(0.003).

O diametro de uma esfera é 9cm ao médio introduz-se um possivel erro de £0.05¢m.

Qual é o erro percentual possivel no calculo do volume?

Calcular o valor aproximado para as seguintes expressoes:

1
1. /37,5 2. ¥9,12 3. J/(8,01)*+ (8,01)% — T
1 b
4. V/82++v82 5. 3V/63+ —— 6. V1020
2v/63

Para a > b mediante o Teorema do Valor Médio, mostre validade das desigualdade:
nb" (a —b) < a" —b" < na"t(a—">b) se n > 1; e as desigualdades opostas se
n < 1.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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Usando diferenciais determine o valor de x para os quais:
1. Vz+1—+/x <0,01 2. Va+1—r<0,002.

Um ponto movimenta-se na metade superior da curva y> = x + 1, de modo que
dx d
— =2z + 1. Determine d—g; quando z = 4.

dt
Mediante o Teorema do Valor Médio, mostre as desigualdades:
—b —b
1. a §Ln[%}§a sendo 0 < b <a.
a
a—2b a—2b T
2. <tana —tanb < sendo 0<b<a< —.
cos? b cos?a 2
3 2
e se <1
Seja f(x) = 1 4
— se z>1
T

1. Desenhar o gréfico de y = f(z) para z € [0, 2].

2. Verificar se satisfaz as condigoes do Teorema do Valor Médio. Se satisfaz as

condigoes do TVM, determinar esses valores.
Seja f : R — R uma fungao. Se diz que = = ¢ é um ponto fixo de f, se f(c) = c.

1. Determine os pontos fixos de f(z) = 2% — 8.
2. Verificar se f(z) = 2? + z + 1 tem pontos fixos.
3. Suponha y = f(z) Vx € R tenha derivada f'(z) #1 Vz €R.

Mostre que f admite no maximo um ponto fixo.

Mostre que se uma fungao é diferenciavel em R e f'(z) <1 Vz € R, entdao [ tem

no maximo um ponto fixo.

As varidveis z, y, z sao todas funcoes de t e cumpre a relacao: x* — 2zy + % +
2r2 + 2x2° + 3 = 0.

d d d
Achard—jquandole,y:2sed—i:3 ed—gt/:4paratodot.

Estima-se em um metro o lado de um quadrado, com um erro maximo de 0, 005cm.
Usando diferenciais estime o erro maximo no calculo da area. Quais sao o erro

relativo e percentual aproximado?

A éarea lateral de um cone reto circular e altura h e raio da base r é dada por
_ 2 2 : _ :

Ap = nryv/r?2 + h?. Para determinado cone, r = 6cm e a medida da altura h acusa

8cm com um erro maximo de 0, 0lcm; determine o erro maximo na medida da area

lateral. Qual o erro percentual aproximado?
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Miscelanea 5-1

= = 4
T ’
¢ \

>+ (a—3)z — 3a

1. A fungao definida por f(z) = x—3 , se o73 é derivavel em
1 se x =3
toda a reta real.
1. Qual o valor de a? 2. Qual o valor de f'(3)?
f(x) — f(2)

2. Suponha que f é uma funcao para o qual lim = 0. Quais das seguintes

z—2 x—2
proposicoes sao verdadeiras, quais podem ser verdadeiras e quais necessariamente

sao falsas?

1. f(2)=2 2. f(2)=0 3. lim f(z) = f(2)
T—
4. fescontinuaen x =0 5. f es continua em x = 2.

3. Suponha que f e g sejam funcgoes diferenciaveis para as quais verificam-se as seguin-

tes condigbes: a) f(0)=0eg(0)=1 b) f'(x)=g(z)ed(x) =—f(x).

1. Seja h(z) = f*(z) + ¢*(x). Calcular I/(z) e utilizar este resultado para mostrar
que f%(z) + g*(z) = 1 para todo .

2. Suponha que F' e G sao outro par de fungoes que cumprem as condigoes a) e
b) e seja k(z) = [F(z) — f(x)]* + [G(x) — g(z)]?. Calcular k() e utilizar este
resultado para deduzir qual ¢ a relagao entre f(z) e F(x) e entre g(z) e G(z):

3. Mostre um par de fun¢oes que cumprem as condigoes a) e b). Podem existir

outras. Justificar sua resposta.

4. Determine todas as fungoes f da forma f(r) = ax® + bz + cx + d com a # 0 que
verificam f'(—1) = f’(1) = 0. Alguma das fungoes determinadas anteriormente

verifica f(0) = f(1)? Justificar sua resposta.

5. Seja f : R — R fungao derivavel; e sejam a e b duas raizes da derivada f'(x)
de modo que entre elas nao exista outra raiz de f’(z). Determine se pode ocorrer
alguma das seguintes possibilidades:

1. Entre a e b nao existe nenhuma raiz de f(z).
2. Entre a e b existe s6 uma raiz de f(z).

3. Entre a e b existem dois ou mais raizes de f(x).



306

10.

11.

12.

13.

14.

Christian José Quintana Pinedo

Mostre que a equacao x + zsenx — x? = (0 tem exatamente duas raizes reais.

d d>
. Usar que y = €' cost, d—?; = el cost — elsent, d_tg = —2e¢'sent para substituir em:
Py dy
E=—-2—-+472¢t.
dt? dt *
Determine:
d3y
1. ] sendo y = sen(3z) 2. f”(0) sendo f(z)=senxcosx
x
de 2 " 2
3. T2 sendo y = Ln(z* — 32) 4. f"(x) sendo f(x)=e"t"
x
5. Todas as derivadas da fungdo f definida por f(z) = 8z* +52® — 22 + 7
d3
6. Y sendo y = 2senz + 3cosx — 23

dz?
Supondo que as fungoes abaixo definem implicitamente y como uma funcao de =z,

determine a primeira derivada v’

1. 2%+ 2y —day =0 2. (x+y)?—(r—y?=a2—19y
3. 2 +8r=y-1 4. z’y+sen2y =
5. y?+cos(2xy) =y 6. y>+a?=uxy

Uma frente fria aproxima-se da UFT. A temperatura é z graus ¢ horas a meia noite
e z=0,1(400 — 40t + t*) 0 <t <12. (a) Ache a taxa de variagao média de z em
relagdo a t entre 5 e 6 horas da manha; (b) Ache a taxa de variagdo de z em relagao

a t as b horas da manha.

Se Acm? é a area de um quadrado e s cm é o comprimento de seu lado, ache a taxa
de variacdo média de A em relacdo a s quando s muda de: (a) 4,00 a 4,60; (b)
4,00 a 4,30; (c) 4,00 a 4,10; (d) Qual a taxa de variagao instantanea de A em

relagao a s quando s = 4,007

Um tanque de agua tem a forma de um cone circular reto invertido, de altura 12
pés e raio da base 6 pés. Bombeia-se dgua a razao de 10gal por minuto. Determinar
aproximadamente a razao com a qual o nivel de agua sobe ao tanque quando a
profundidade ¢ 3 pés (1 gal ~ 0.1337pés?)

Uma empresa introduz um novo produto no mercado cujas vendas sao dadas por:
S(t) = % onde S(t) ¢ a quantidade vendida durante os ¢ primeiros meses.
(a) Encontrga taxa de variagdo média de S(t) ao longo do primeiro ano. (b) Em

que meés S’(t) é igual & taxa de variacdo média durante o primeiro ano?

Ao esquentar um disco de metal, seu didmetro varia a razao de 0.01em/min. Quando
o diametro esta com 5 metros, com que razao esta variando a area de uma de suas

faces?



Capitulo 6

APLICACOES DAS DERIVADAS

Gottfried Wilhelm Leibnitz nasceu no 1 de julho de 1646,
em Leipzig (Alemanha), e faleceu em 14 de novembro de 1716.
Em 1661, quando tinha 15 anos, ingressou na Universidade
de Leipzig e, aos dezessete, em 1663, jd havia adquirido o seu
diploma de bacharel. Estudou Teologia, Direito, Filosofia e Ma-
temdtica, na Universidade.
Para muitos historiadores, Leibnitz € tido como o ltimo
erudito que possuia conhecimento universal. Foi um dos pri-

A i 7 _ meiros, depois de Pascal, a inventar uma mdquina de calcular.
G. Leibnitz Imaginou mdquinas de vapor, estudou filosofia chinesa e tentou
promover a unidade da Alemanha.

Aos 20 anos de idade, jd estava preparado para receber o
titulo de doutor em direito. Este lhe foi recusado por ser ele muito jovem. Deizou entdo Leipzig
e foi receber o seu titulo de doutor na Universidade de Altdorf, em Nuremberg.

A partir dai, Leibnitz entrou para a vida diplomdtica na corte de Hanodver, ao servigo dos
duques, um dos quais se tornou rei de Inglaterra, sob o nome de Jorge I. Como representante
governamental influente, ele teve a oportunidade de viajar muito durante toda a sua vida. Em
1672, foi para Paris onde conheceu Huygens, quem lhe sugeriu a leitura dos tratados de 1658, de
Blaise Pascal, se quisesse tornar-se um matemdtico.

Em 1673, wvisitou Londres, onde adquiriu uma copia do “Lectiones Geometricae”, de Isaac
Barrow, e tornou-se membro da Royal Society. Foi devido a essa visita a Londres, onde apa-
receram rumores que Leibnitz talvez tivesse visto o trabalho de Newton, que por sua vez o teria
influenciado na descoberta do Cdlculo, colocando em divida a legitimidade de suas descobertas
relacionadas ao assunto.

A procura de um método universal, através do qual pudesse obter conhecimentos, fazer in-
vengoes e compreender a unidade essencial do universo, foi o principal objetivo da sua vida. A
“Scientia Generalis” que queria construir tinha muitos aspectos, e vdrios deles levaram Leibnitz
a descobertas na matemdtica. A procura de uma “characteristica general” levou-o a permutagoes,
combinacgoes e a logica stmbdlica; a procura de uma “lingua universalis”, na qual todos os erros
de raciocinio pudessem aparecer como erros computacionais, o levou nao so a ldgica simbdlica,
mas também a muitas inovacoes na notacao matemdtica. Leibnitz foi um dos maiores inventores
de simbolos matemdticos.
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6.1 Velocidade instantanea. Aceleracao instantanea.

Uma das utilidades da taxa de variacao é a descricao de movimento de um objeto
ao longo de uma reta; tal movimento é chamado movimento retilineo. Se utilizamos um
sistema de coordenadas cartesianas, convencionalmente se o objeto se movimenta para
a direita (ou para cima), sua diregdo é positiva ao passo que, se 0 movimento é para a
esquerda (ou para baixo), sua diregao ¢ negativa.

Quando uma funcao S(t) da a posi¢ao (relativa a origem) de um objeto como fungao
do tempo, ela é chamada funcao posicao. Se, durante um periodo At de tempo, o objeto
se desloca: AS(t) = S(t + At) — S(t) isto é a variacdo da distancia, entao a taxa de

AS(1)
At

variacao média é: ; esta taxa de variagao média é chamada de velocidade média.

Definicao 6.1.
Se S(t) dd a posi¢ao no instante t de um objeto se movendo em linha reta, entao
a velocidade média do objeto no intervalo de tempo [t, t + At] é dado por:

AS(t) S+ At) — S(t)

Velocidade média = =
elocidade média I Iy

Exemplo 6.1.

Um objeto cai de uma altura de 40m, sua altura h no instante t é dada € dada pela
fungao S(t) = —4,9t* + 40, onde S(t) é medido em metros e t em sequndos. Determine
a taza de variagao média nos intervalos: a) [1, 1.1]; b) [1, 1.5]; ¢) [1, 2].

Solugao.

Temos a altura h = S(t). Usando a equagao S(f) podemos calcular as alturas nos

instantes: t =1,t=1.4 e t =2 segundos na tabela:

t 1 1,1 1,5 2
S(t) 35,1 34,1 29 20, 4

a) Para o intervalo [1, 1.1] o objeto cai de uma altura de 35, Im para 34, 1lm e a taxa de
variacao média é:
AS(t)  S(t+At)—S(t) 34,1-35,1

At Al =i lom/s

b) Para o intervalo [1, 1.5] o objeto cai de uma altura de 35, 1m para 29m e a taxa de
variacao média é:
AS(t)  S(t+ot)—S(t) 29-351

_ _ — 122
Al Al 1,51 2ms
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c) Para o intervalo [1, 2] o objeto cai de uma altura de 35, Im para 20,4m e a taxa de
variacao média é:
AS(t)  S(t+ot)—S(t) 20,4—-351

_ _ — 14
At At 21 Tm/s

Observe, a velocidade média neste exemplo é negativa, logo o objeto se movimenta

para abaixo.

6.1.1 Velocidade instantanea

Definicao 6.2. Velocidade instantinea.
Se S(t) determina a posi¢ao no instante t de um objeto se movendo em linha reta,

entao a velocidade do objeto no instante t € dada por:

Vi) — i SEHAD = SO

At—0 At (6 1)

Exemplo 6.2.

Determine a velocidade instantinea quando t = 2, de um objeto em queda livre cuja
fungao de posigao é dada por S(t) = 200 — 32t*> onde t ¢ dado em segqundos e S(t) em
metros.

Solugao.
Pela expressao (6.1) temos V'(t) = —64t; logo V'(2) = —(64)(2) = —128m/s.

Exemplo 6.3.

Uma particula se movimenta em linha reta horizontal (positiva para a direita) sequndo
a relacio s = 12 — 3t2 — 9t + 5. Em que intervalos de tempo a particula movimenta-se
para a direita; e em quais para a esquerda?

Solugao.

A particula movimenta-se para a direita quando a velocidade é positiva; e para a
esquerda quando a velocidade é negativa.
A velocidade ¢ dada pela fungao s'(t) = v(t) = 3t*> — 6t — 9. Construimos a seguinte

tabela para a funcao v(t):

t —2 —1 1 3 4
v(t) + 0 - 0 +

Se t < —1, a velocidade é positiva e o movimento é para a direita; se —1 <t < 3, a
velocidade é negativa e o movimento ¢é para a esquerda; se t > 3, a velocidade é positiva

e 0 movimento é para a direita.
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O movimento para a direita e o movimento para a esquerda, entao separados por

instantes de velocidade nula.
Exemplo 6.4.

Um tanque tem a forma de um cone invertido (Figura (6.1)) com 20m de altura e

“flus” no tanque a uma taza de 5m3/s. Com que

uma base com 10m de raio. A dgua
velocidade o nivel da dgua estard se elevando quando sua profundidade for de 8m?.
Solugao.

Sejam h a profundidade, r o raio da base do cone
e V o volume da &gua no instante t; queremos achar

pr sabendo que o & 5m3/s.

O volume da agua é dado por V = §7r7°2h onde

todas as medidas dependem do tempo t; por seme-

r 10 1
lh iangulos — = — = —h, logo:
anca de triangulos N 20 ou r 2Oh, 0go
1,1 1
V = —7T<—h)2h = —7h? e, utilizando diferenciais
213 2 12
dV = —mh%dh.
4 Figura 6.1:
Dividindo esta ultima igualdade por dt, obtém-se
awv 1 h
= = Z?‘(‘hQ% entao quando h = 8m segue 5m?/s =
1 ) dh 20 5
ZTF(Sm) = a—m—ﬂ_m/S—]ﬁ—ﬂ_m/S—
0,0995 m/s.

Portanto, sobe o nivel da dgua no instante em que a profundidade da dgua é de 8 m

com uma velocidade de 0,0995m/s

6.1.2 Aceleragao instantanea

A aceleragao é uma medida da variacao da velocidade. Quando uma particula tem
movimento retilineo com velocidade constante, a aceleragao ¢ nula (zero). Por exemplo, em
uma competicao da Formula 1, os veiculos passam pelo ponto de partida com velocidade
uniforme, digamos 200km /h. Oito segundos ap6s um de eles esta correndo com velocidade

de 300 km/h, a aceleragao média desse auto é:

300 — 200

5 = 12,5 (km/h)/seg

As unidades parecem bastante estranhas desde que a velocidade esta expressa em

km/h e o tempo em segundos, transformando km/h para m/seg, temos que a aceleragao
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média desse auto é:

300 — 200
— = 12,5 (km/h)/s = 12,5 (1000m/3600seg) /seg = 3,472 m/seg?

Definicao 6.3. Aceleracao instantinea.
Se S(t) dd a posi¢ao no instante t de um objeto se movendo em linha reta, entao
a aceleragao instantinea ou simplesmente a aceleragao a(t) do objeto no instante

t € dada por: a(t) =v'(t), onde v(t) € a velocidade no instante t.

Exemplo 6.5.

Dois carros partem ao mesmo tempo de um ponto A, um para o oeste a 80km/h e o
outro para o norte a 45km/h. Com que velocidade aumenta a distdncia entre ambos 3hs
depois da saida?

Solugao. ot

Suponha tenham percorrido t horas, segundo a Fi-
gura (6.2) e aplicando o teorema de Pitagoras, temos
a distancia entre eles: d(t) = +/(80t)% + (451)% = d(t)
5tv/337. A velocidade com que aumenta a distancia
entre eles ¢ d'(t) = 5v/337km/h = 91, 78km/h. )

45t

Figura 6.2:
Exemplo 6.6.
Determine a aceleragao de um objeto em queda [i-
vre cuja funcao posicao é: S(t) = —4,9t* + 40.
Solugao.
Pela definigao de velocidade instantanea, sabemos que v(t) = —9, 8¢; portanto a ace-
leracao ¢ a(t) = —9,8m/s%.

Esta aceleracao denotada por g é devida a gravidade; seu valor exato depende do lugar
da posigao do experimento. Em geral a posi¢ao de um objeto em queda livre (desprezando
a resisténcia do ar) sob a influéncia da gravidade é S(t) = gt*+vgt+s¢, onde g é a gravidade

da terra, vy é a velocidade inicial e sy € a altura inicial.

Exemplo 6.7.

Suponhamos que o rendimento v em % de um aluno neste exame de duas horas seja
dada pela fungao  r(t) = 300t(2—t). Pede-se: a) Em que momento aumenta o diminue
o rendimento? b) Em que momento o rendimento é nulo? c) Em que instante se obtém
o maior rendimento? Qual é aquele?

Solugao.
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a) Temos t € [0, 2], a derivada () = 300(2 — 2t) quando ¢t = 1 temos (1) = 300 e
r'(t) < 0em [1,2].

O rendimento aumenta na primeira hora da prova, e diminue na segunda hora da

prova.
b) O rendimento ¢ nulo exatamente no inicio e no final da prova.

¢) O maior rendimento se obtém exatamente uma hora apos iniciado a prova. O maior

rendimento é 300.

Exemplo 6.8.

Uma particula movimenta-se em linha reta sequndo a relagao: S = 3t° — 16t% + 108t +
132, onde s € a distincia, em metros et € o tempo em sequndos. Qual € a velocidade
quando t =2 ¢ E qual é a aceleracio quandot =3 ¢

Solucgao.

Seja v(t) a velocidade instantanea, entao v(t) = 9¢* — 32t +108; quando ¢ = 2 obtemos
v(2) = 80 isto significa que, a velocidade quando t = 2 é 80 m/seg.
A aceleragao ¢ dada pela relagao a(t) = 18t — 32, quando ¢t = 3 temos que a(3) = 22,

significa que a aceleracao no instante t = 3 é 22 m/seg®.
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Exercicios 6-1

1. A altura de uma bola ¢ segundos depois de seu lancamento vertical é dada pela

fungao: h(t) = —16t* 4+ 48t + 32. (a) Verifique que h(1) = h(2). (b) Segundo o
teorema de Rolle, determine a velocidade instantanea no intervalo [1, 2].

10(z% + x + 2)

2?2 + 2%
onde C' ¢ medido em milhares de reais e # ¢ o tamanho do pedido medido em

. O custo C(x) de pedido de uma mercadoria é dada por : C(x) =

centenas. (a) Verifique que C'(4) = C(6). (b) Segundo o teorema de Rolle, a taxa
de variacao de custo deve ser zero para algum pedido no intervalo [4, 6]. Determine

o tamanho desse pedido.

24 +1
B — se, r<l1
Tr+a 3
. Seja a funcao real: flz) = 3+ br2 —5r+3 se, 1<z< 5
T+ 2 -
se, x> —
x2—9 ’ 2

3
1. Suponha f seja diferenciavel no intervalo (—oo, 5), determine a e b.

2. Achar a n-ésima derivada da funcao f em x = 2.

. Um avido a uma altura de 3000m esté voando horizontalmente a 500km/h, e passa
diretamente sobre um observador. Determine a velocidade com que se aproxima do

observador no instante em que esta a 5.000m do dele.

. Um tanque tem a forma de um cone com o vértice para abaixo e mede 12 m de
altura e 12m de diametro. Bombeia-se agua a razao de 4 m?/min. Calcular a razao
com que o nivel de agua sobe: a) Quando a agua tem 2 m de profundidade. b)

Quando a agua tem 8 m de profundidade.

x
. Escrever as equagoes da reta tangente e normal a catenaria y = cosh [5} , 1o ponto
r = 2Ln2.

. Num instante dado, os catetos de um triangulo reto sao 8cm e 6¢m, respectivamente.
O primeiro cateto decresce & razao de lem por minuto, e o segundo cresce & razao

de 2cm por minuto. Com que velocidade cresce a area depois de dois minutos?

. Uma bola enche-se de ar a razao de 15cm?/sg. Com que velocidade esta crescendo

o diametro depois de 5 segundos? Supor que o didmetro é zero no instante zero.
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. Um corpo em queda livre percorre uma distancia D que varia com o tempo segundo

a equagao: D(t) = 4,9¢t* (distancia em metros e ¢ em segundos). a) Calcular a taxa
de variacao de d (distancia) em relagao a t entre ¢; e ¢y nos seguintes intervalos:

(1s, 1.5s), (1s, 1.3s). b) Calcular a velocidade instantanea no instante ¢t = 15.

d
Um ponto se move ao longo de uma curva y = v/1 + 22 de modo que d—f = 4. Achar

d—i quando x = 3.

Uma escada com 6m de comprimento estid apoiada em uma parede vertical. Se a
base da escada comega a se deslizar horizontalmente, a razao de 0,6m/s, com que

velocidade o topo da escada desce a parede, quando esta a 4m do solo?

A altura de um objeto ¢ segundos ap6s de ser largado a 150m do solo é dada pela
fungao: f(t) = 150 — 4,9¢. (a) Encontre a velocidade média do objeto durante os
trés primeiros segundos. (b) Mediante o T.V.M. verificar que em algum instante
durante os trés primeiros segundos de queda, a velocidade instantanea é igual a

velocidade média. Encontre esse instante.

Uma bola de bilhar ¢ atingida e move-se em linha reta. Se Sem é a distancia da
bola de sua posicdo inicial em ¢ segundos, onde S = 100t? + 100t. Se vem/s é a
velocidade da bola , entao v é a taxa de variacao de S com relacao a t. Se a bola

bate na tabela a 39¢m da posicao inicial ,com que velocidade ela bate na tabela?

Um foguete é lancado verticalmente para cima, e estd S metros acima do solo, ¢
segundos apos o lancamento, onde S = 560t — 16t é a direcao positiva para cima.
Se v m/s é a velocidade do foguete, entdo v é a taxa de variagdo de S em relagao
at . (a) Ache a velocidade do foguete 2seg. apos o langamento; (b) Se a altura
méxima é atingida quando a velocidade é zero, ache quanto tempo demora para o

foguete atingir sua altura méaxima.

Um carro tem que se trasladar do ponto A até o ponto B (ver Figura ). O ponto
B se encontra a 36km de uma estrada reta. Sobre a estrada o carro percorre a
uma velocidade constante de 100km /h, entanto que no terreno sua velocidade é de
80km /h. Qual é o percorrido que o condutor deve seguir para que o tempo em ir de
A até B seja o minimo? Qual o tempo que demora para percorrer de A até B?

B
236 km

A

100 km —— :

Estrada
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6.2 Estudo do grafico de funcoes

Estudaremos aplicagoes sobre propriedades de derivagao, obtendo novas proprieda-
des que nos permitiram estudar a variacao de uma funcao determinando intervalos de
crescimento ou decrescimento, pontos de extremo, intervalos de concavidade e pontos de

inflexao.

6.2.1 Funcao crescente. Funcao decrescente

Definicao 6.4.
Seja f : R — R uma fungao, e I C D(f).

a) Dizemos que f(z) é crescente em I quando, VY, o € I com 1z < Xg

temos f (1) < f(s)-

b) Dizemos que f(x) é decrescente em I quando, V1, x5 € I com x; < xo
temos f(z1) > f(x2).

c) Dizemos que f(x) é estritamente crescente em I quando, Vxq, x9 € I com
1 < T temos f(x1) < f(xs).

d) Dizemos que f(z) é estritamente decrescente em I quando, Y xq, x5 € [

com 77 < xg temos f(z1) > f(xg).

Propriedade 6.1.

Suponha f : [a, b — R seja uma fungao continua em [a, bl com derivada em (a, b),
temos:

i) Se f'(z) >0, Ve (a,b); entao f € crescente em [a, b)].

ii) Se f'(z) <0, Va € (a,b); entao f € decrescente em |a, b].

Demonstragao. (i)

Sejam xq, x5 € [a, b] com x; < x9. As condigoes (a) e (b) da Propriedade (6.1) sao
verificadas no subintervalo [z1, 23] de [a, b]; logo, pelo T.V.M. Existe ¢ € (z1, z3) tal
que f(x2) — fz1) = (22 — 21) - f'(0).

Como ¢ € (z1, x32), entdo ¢ € (a, b); logo, pela hipotese f/'(c¢) > 0, e como x5 — 1 > 0
segue, f(x2) — f(z1) = (z2 —x1) - ['(¢) > 0.

Logo, Vx1, 9 € [a, b] com 1 < x9 temos f(x1) < f(z2) e f é crescente em |[a, b].0]

Demonstragao. (ii)

Exercicio para o leitor. O



316 Christian José Quintana Pinedo

Propriedade 6.2. Condicao suficiente de extremo com a derivada 1%.

Seja y = f(x) uma fungao definida numa vizinhanga B(c, 0) do ponto x = ¢, continua
em B(c, §) e com derivada em B(c, 0), exceto possivelmente em x = ¢ entdo:

a) Se f'(x) >0, Vo e (c—9,¢) e f'l(x) <0,Va € (¢, c+90), entao f(c) é ponto de
mazximo local de f.

b) Se f'(x) <0, Vo € (c—0,¢) e f'(x)>0,Vx € (¢, c+9), entao f(c) € ponto de

minimo local de f.

Demonstragao. (a)
Das hipoteses e da Propriedade (6.1), segue que f é crescente em (c—d, ¢) e decrescente
em (¢, c+6); logo f(x) < f(c) YV € B(c, 0) e deduz-se da Defini¢io (6.4) que f(c) é um

méaximo local de f. O
Demonstragao.(b)

Exercicio para o leitor. |

Observacao 6.1. Critério da derivada 1¢.
A Propriedade (6.2) permite estabelecer o sequinte critério para determinar os mdzi-

mos ou minimos relativos de uma fungao continua.

1° Determinar os pontos criticos de f.

2° Se ¢ é um ponto critico, deve-se determinar o sinal de f'(x), primeiro para valores

proximos a esquerda de c e logo para valores & direita de c.

3° Se o sinal muda de + para — , entdo f(c) é méaximo relativo; e se o sinal muda de

— para + ; entdo f(c) é ponto de minimo relativo.

4° Se nao existe mudanca de sinal, entao nao existe nem méximo nem minimo relativo

em r = cC.

Propriedade 6.3. Condicao suficiente de extremo com a derivada 2¢
Seja y = f(x) uma fungdo com derivada de sequnda ordem continua em uma vizi-
nhang¢a B(c, §) de x = ¢, de modo que f'(¢) =0 e f'(c) # 0 entdo:

i) Se f"(c) > 0, entao f(c) é ponto de minimo local de f.

ii) Se f"(c) <0, entao f(c) é ponto de maximo local de f.

Demonstragao. (a)

. . et h) - (o)
1 J—
Da definigao de derivada segue, f”(c) = }llg(l) h b0 h
f(e) = 0.
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> 0, logo

. .. flc+h

Por hipotese f”(z) é continua em z = ¢ e f”(c) > 0, entdo }l}ﬂé%
.

temos para h > 0, (suficientemente pequeno) f'(z) >0, Vz € (¢, c+9).

De modo andalogo, para h < 0 (suficientemente pequeno) temos f'(c + h) < 0 o que
implica f'(x) <0, Vaz € (¢— 4, ¢); aplicando a Propriedade (6.2) para a funcao f'(x)

resulta que f(c¢) é um minimo local de f. O

Demonstragao. (b)

Exercicio para o leitor. ]

Observacao 6.2. Critério da derivada 2*.
A Propriedade (6.3) permite estabelecer o sequinte critério para determinar os mdzi-

mos ou minimos relativos de uma fungao continua.

1° Determinar os pontos criticos de f.

2° Determinar a derivada segunda de f. v
3° Para cada ponto x = ¢ critico determinar f”(c). (
4° Se f"(c) é positivo, entao f(c) é ponto de minimo f

5% Se f”(c) é negativo, entao f(c) é ponto de maximo

I
relativo. —7 / ] /[ -
]

relativo.
6° Se f”(c) é zero ou nao existe, o critério é inconsis- \
P
tente.
Exemplo 6.9. Figura 6.3:

Determine os intervalos de crescimento e 0s extremos
relativos da funcio f(x) = 23 — 322,

Solugao.

Temos f'(x) = 3xz(z — 2); quando f'(z) =0 resultaz =0 e x = 2 assim, 0 e 2 sdo

pontos criticos. Aplicando a Propriedade (6.1) construamos a tabela.

Intervalos Sinal de f'(z) Comportamento Extremos
(—o0, 0) + crescente
f(0) = 0 méax. relat.
(0, 2) - decrescente
2) = —4 min. relat.
(2, +00) + crescente 12 HHL e

O grafico da fungao ¢ mostrada na Figura (6.3).

Exemplo 6.10.

6 x
Determine os intervalos de crescimento e os extremos relativos da fung¢ao g(x) = —+6.
x

Solugao.
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Temos o D(g) = B = {0}, ¢ (x) = £ = EL0)

criticos t = 6 e z = —6; o ponto x = 0 nao é ponto critico por nao pertencer ao domi-

quando ¢'(z) = 0 obtémos os pontos

nio D(g); porém devemos considerar-10 por ser ponto de descontinuidade. Considere-se a

seguinte tabela:

Intervalos Sinal de f’(z) Comportamento Extremos
(—o0, —6) + crescente
f(=6) = —2 max. relat.
(—6, 0) - decrescente
(0, 6) — decrescente
f(6) = 2 min. relat.
(0, 4+00) + crescente

Exemplo 6.11.
Seja a fungao f(x) = v/x%(x + 3), determine os pontos de extremos relativos.

Solucgao.

2
O dominio D(f) = R, e f'(z) = L, quando f’(z) = 0 temos os pontos
Vx(z+3)?
criticos sao: 0, —2 e —3.
Observe, em x = —3 e x = 0 a derivada nao existe (é infinita). Aplicando a Propriedade

(6.2), para o calculo dos intervalos de crescimento ou decrescimento, segundo a seguinte

tabela, temos:

Intervalos Sinal de f’(z) Comportamento Extremos
(—o0, —3) + crescente
(-3, —2) + decrescente
f(=2) = V4 max. relat
(=2, 0) — crescente
f£(0) = 0 min. relat.
(0, 4+00) + crescente

Exemplo 6.12.

Uma empresa apurou que sua receita total (em reais) com a venda de um produto ad-
mite como modelo R = —x®+4502%+52.500z, onde x € o nimero de unidades produzidas.
Qual o nivel de produgao que gera a receita mdzima?

Solucgao.

Temos R = —a% + 45022 + 52.500z, logo R’ = —3x? + 9002 + 52500; resolvendo
R'(x) = =322 + 900x + 52500 = 0 = —3(2? — 300z — 17500) = 0 = —3(z —
350)(z +50) =0 = 2 =350 ou x = —50.

Observe, R"(z) = —6x +900 = R"(350) < 0, assim quando = = 350 o nivel de

producao gera a receita maxima.



Calculo Diferencial em R

Exemplo 6.13.
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Determine os intervalos de crescimento e os extremos relativos da funcao f(x) =

23 —3x% —9x + 2.

Solugao.

Observe, f'(z) = 32* — 62 — 9 = 3(x — 3)(z + 1), em virtude da Propriedade (6.2)

f'(x) =0 implica z =3 e x = —1, e segundo a seguinte tabela:
Intervalos Sinal de f'(z) Comportamento Extremos
(—o0, —1) + crescente
f(—1) = 7 max. relat.
(—1, 3) — decrescente
3) = —25 min. relat.
(3, +00) + crescente 16 HHL e

Exemplo 6.14.
2

. B x
Seja a fungao f(x) = m
Solugao.

—4x

Temos D(f) =R — {2}, f'(z) = (@22

5 determine os extremos relativos.

5 0 Unico ponto critico é x = 2. Logo:

Intervalos Sinal de f’(z) Comportamento Extremos
(—o0, 0) - decrescente
f(0) = 0 min. relat.
(0, 2) + decrescente
(2, +00) — crescente

A reta x = 2 ¢é assintota vertical da curva como

mostra a Figura (6.4).

Exemplo 6.15.

Seja a > 0, mostre que o madximo absoluto da

funcao:
1 1 . 2+4+a
flx) = - é
I+ x| 1+|z—al l+a
Solugao.

Lembre, se g(z) =| x |, entao:

T 1

Ily i
i
1

It N
'
i
i
1
'

5 0 : 5 10 Ay
i
: Xx=2
Figura 6.4:
(x —a) 1 x

o'(2) = s logo temos /() = =y

Ja—al W+[z]? [

, 0 que
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implica que a derivada nao existe em x =0 e em x = a.
1 (x—a) 1 T a
uando f’(x) = 0 entao . = . onde © = —;
uando F1) (i e—al? Te—al  (r[a]? Tzl 2
a

assim os pontos criticos sao 0, 5 e a

Intervalos Sinal de f’(z) Comportamento Extremos
(—o0, 0) + crescente
o méx. local em f(0)
0, =) — decrescente a
7 2 min. local em f(=)
(=, a) + crescente 2
2 méax. local em f(a)
(a, +00) - decrescente
1 2 4 2
Temos f(0) = 1+ . +a = 113; f(g) =374 °© fla) = 113, considerando que
f € continua e do fato f (5) < f(0) = f(a) concluimos que o méaximo absoluto de f(x) é
2+a

Exemplo 6.16.

Determine os valores de a, b e ¢ de modo que a funcio f(x) = ax* + bx? + ¢ tenha

1
extremo relativo em xr = > e que a equacdao da tangente mo ponto de abscissa ¥ = —1
seja 2z —y+4=0.
Solugao.

1 1 1
A derivada f'(z) = 4ax® + 2bx como x = 3 é ponto criticotemos f’(a) = 4a(§)3 +

26(%) = 0 assim g +b=0.

Por outro lado, m = 2 ¢é o coeficiente angular da reta tangente quando x = —1, entao
f'(=1) = —4a —2b=2.

Na reta tangente, quando x = —1temos y = 2 e na fungao, f(—1)=a+b+c=2.

Resolvendo as trés igualdades: g +b0=0, —4a—-2b=2 e a+b+c=2 segue

2b 1 7
= —— = — e = —.

Portant =—-at+ 2%+ -
ortanto, f(x) 5% +3$ +3

Observacao 6.3. Critério para os extremos absolutos de uma fun¢ao continua num in-
tervalo fechado.

Se f € uma fungao continua no intervalo |a, b], pelo Teorema de Weierstrass, [ apre-
senta extremos absolutos. Para o cdlculo de seus extremos, considerando que estes podem
estar nos extremos do intervalo, € suficiente adicionar os pontos a e b aos pontos criticos
de f, logo comparar os valores que f assume em cada um destes pontos criticos, o maior

€ 0o mdximo absoluto e o menor o minimo absoluto.
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Exemplo 6.17.

Determine os valores mdximos e minimos absolutos da fungao f(x) = 23+ 32% — 242 —
10 em [0, 4].

Solucgao.

Observe, f(z) é continua no intervalo [0, 4], e f'(z) = 3(z —2)(xz+4); logo seus pontos
criticos sao 2 e —4. Por outro lado, f(2) = —38 e —4 ¢ [0, 4].
Portanto, mediante o grafico temos que f(2) = —38 é ponto de minimo absoluto no

intervalo [0, 4].

Exemplo 6.18.

4
Se g(x) = — . _Lx |2, determine os valores mdzrimos e minimos absolutos
x
Solugao.
4 21

Temos g¢(x) continua em [—4, 2] e ¢'(z) = ’Lﬁ l(fi_ 12)2) os pontos criticos sao

4, -1,0,1 e 2.
16 8

Por outro lado, g(~4) =~ g(~1) = ~2, 9(0) =0, g(1) = ~2 ¢ g(2) = —+.
Portanto, o valor méximo absoluto é 0 = ¢(0), e o valor minimo absoluto ¢ —2 =
g9(=1) = g(1).

Exemplo 6.19.
Determine o valor mdzrimo da func¢ao y = senx sen2zx.

Solugao.

Desde que sen2z = 2senx cosx, temos y = senz sen2x = 2 cos x sen’

x = 2cosz(l —
cos’ ). Considere z = cosz, logo —1 < 2z < 1. A fungao g¢(z) = z — 23 = 2(1 — 2?)
assume valores negativos no intervalo —1 < z < 0, é igual a zero se z = 0, e assume

valores positivos no intervalo 0 < z < 1.

1
Quando g(z) = 2(z — 2?) entao ¢'(z) = 1 — 322, fazendo ¢'(z) = 0 segue z = +—— sao

V3
1

pontos criticos; ¢g(z) tem valor méximo relativo em z = %

Logo a funcao y = senxsen2zx alcanga seu valor maximo nos pontos nos quais z =

4
cosx = — este valor acontece quando v = —— ~ 0, 777.

V3 3v/3

Exemplo 6.20.

B
Lffa
Mostre que a funcio f(z) = 2° —ax alcanca seu valor minimo igual a (1—8) °{ {E} ,
a
no ponto x = "7 [B}, sempre que a >0, > 1, x > 0.

Solugao.
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Da funciao f(z) = 2” — ax segue f'(z) = B2’~1 — a, quando f'(x) = 0, entdao z =

p-1 {%} Por outro lado, a derivada segunda de f(x) ¢ f”(z) = B(8 — 1)2~2 > 0 pela

hipotese de .

O critério da derivada segunda permite afirmar que f(x) atinge seu valor minimo igual

B
f|a a
a(l1—p8)"% {—} , no ponto x = 7 {—}
g 5
Propriedade 6.4. Desigualdade de Holder.
1 1 P a
Sep>1, —+-=1, x>0 e y>0, temos $y§$—+y—.
P q p q

Demonstracao.

Pelo Exemplo (6.20),se 8> 1, a >0 e x > 0, para a funcao f(r) = 2° — az temos

que f(z) > f(ﬁ\l/g>, isto é

2P —ax > (1-p) B\l/g (6.2)

Considerando nesta desigualdade § = p e a = py, encontramos em (6.2) 2 — (py)x >

a-p i [2] =a-pn

1 1 1 1 -1
Como——l——zlresulta—:l——:p— = Q:Ll,p—lzz—j,entéo
p pq q ” xf p p q
¥ —pyxr > —=y? de onde zy < — + —. O
q p q
Exemplo 6.21.
1 1
Seja a > 0, mostre que o valor mdximo da funcao f(x) = +
J 1 Jungdo [(x) I+]z] 1+|z—a]
24+a
ti do x = .
amgeyquan ow T+ a
Solugao.
! + ! <0
se,
1Ix 1—i—clz—:c’ ’
Temos f(z) = + , ose, O0<z<a
1Tx 1+%—x
+ , se, a<x
1+ 1—a+=x
de onde
( ! + ! <0
se,
1-2)2 (14+a—x)? 7
-1 1
! = O<z<
f(x) (1+x)2+(1—|—a—x)2’ se, r<a
—1 1
- ) ) <
| Gx2f Tatar? se, a<ux
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Observe, f(z) cresce no intervalo (—oo, 0) e decresce no intervalo [a, +00), logo o

méaximo de f(z) acontece no intervalo [0, a.

Quando f'(z) =0, parax € (0, a) entao (1+z)? —(1—z+a)* =0 = x = g.
4 2 2
Como f(g) =51 a < 113 = f(0) = f(a), o maximo é 112.

Exemplo 6.22.

Um comerciante vende 2.000 unidades por més ao preco de R$10,00 cada. Ele pode
vender mais 250 unidades por més para cada R$0,25 da redugio no preco. Qual o prego
unitdrio que maximizard a receita?

Solugao.

Seja ¢ o numero de unidades vendidas em um més, consideremos p o preco unitario,
e R a receita mensal, supondo em condi¢oes de livre concorréncia, a receita é dada por
R = qp; quando p prego p = 10 temos ¢ = 2.000 e, quando p = 10,00 — 0,25 = 9,75
temos que g = 2.250.

Com esta informacao podemos obter o coeficiente angular da reta que passa pelos
pontos (10, 2.000) e (9,75; 2250) onde

. p—10  10-9,75
¢ —2.000 2.000 — 2.250

logo p = —0,001g+ 12; considerando esta ultima igualdade na equacao da receita obtemos
R = ¢q(-0,001l x ¢ +12) = R =12-0,002¢ = ¢ = 6.000 observe, R’ =
—0,002 < 0.

Quando ¢ = 6.000 o nivel de producao proporciona receita méxima; neste caso p =
12 —0,001(6.000) = 6 reais.

6.2.2 Assintotas

Em matemaética, uma assintota de uma curva C é um ponto ou uma curva de onde
os pontos de C se aproximam & medida que se percorre C. Quando C é o grafico de uma
funcao, em geral o termo assintota refere-se a uma reta.

Consideremos uma curva qualquer C determinada pelo grafico da fungao y = f(x), e

um ponto A que se movimenta ao longo dessa curva.

Definicao 6.5.
Dizemos que o ponto A € R? tende (converge) ao infinito se, a distdncia entre o
ponto A e a origem de coordenadas (0, 0) tende ao infinito (a distancia cresce

indefinidamente)
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Definicao 6.6.
Seja A um ponto que se movimenta ao longo de uma curvay = f(x) e d a distancia
entre A e uma reta L. Se acontece que o ponto A tende ao infinito e, a distincia

d tende a zero, dizemos que a reta L é uma de assintota da curva y = f(x); isto é

lim d(A, L)=0. (Figura (6.5))

A——+o00

|
ol
t

N

Figura 6.5:

Propriedade 6.5.
A reta x = a € uma assintota vertical da curva y = f(x) se cumpre um dos sequintes
enunciados:

1 lim.f(z) = o0

r—a

2°  lim .f(x) = 400 (Figura (6.6))

z—at

3°  lim .f(x) = —oo (Figura (6.7))

T—a

A demonstragao obtém-se com facilidade da defini¢ao de assintota.

* i T :
i |
| 0o 4 2 @ =
i | '
2 ; !
i |
| = |
o Z 1 g i g - :
lim .f(z) = 400 lim .f(z) = -
z—at T—a~

Figura 6.6: Figura 6.7:
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Propriedade 6.6.
A retay = k é uma assintota horizontal da curvay = f(x) se cumpre um dos sequintes
enunciados:

1 lim .f(z)=k

T—r00

20 lim .f(x) =k (Figura (6.8))

T—r—00

3° lim .f(z) =k (Figura (6.9))

T—+00

A demonstracao é 6bvia.

‘L?
‘L'E';r
2)
2]
....... - _._._._._._._?E:::m.
___________________________________________ k
& —1 -2 NI X
R Z i 2 ’
-2
lim .f(z) =k lim .f(z) =k
T—>—00 T—+00
Figura 6.8: Figura 6.9:

Propriedade 6.7.
A retay=mx+b, m#0 € uma assintota obliqua da curva y = f(x) se e somente

se cumpre uma das sequintes condigoes:

Tr—+00 €T Tr—400

1° lim [M} =m e lim [f(x) —maz] =10 (Figura (6.10))

T——00 T T——00

20 lim [Ml =m e lim [f(z)—mz]=0b (Figura (6.11))

Demonstragao. i)

Suponhamos que a curva y = f(x) tenha uma assintota obliqua de equagdo y = mx+b.

Seja A(z, f(z)) o ponto que se movimenta ao longo da curva y = f(z); e C(x, ma+Db)
o ponto da assintota de abscissa x.

Da definigao de assintota temos que lim AB = 0; porém
T—+00

AB=AC -cosa e AC=| f(x)— (mx+b)|

onde cosa é uma constante diferente de zero.
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/

Figura 6.10: Figura 6.11:
Logo, lim AB=0 = lim AB=0 = lim [f(z)— (mz+b)] =0.
T—+00 T—+00 T—+00
Portanto, temos liril [f(z) — mx] =b.
T—r+00

Reciprocamente (<)

Se liIJP [f(z) = (ma + b)] = 0 & 6bvio que a reta y = mx + b é uma assintota.
T—>+00

Por outro lado, determinemos m e b.

lim [f(z) — (mz+b)]=0 = lim

[f<as> <mw+b>] L

Tr—+00 Tr—+00 €T €T
b
entao deve acontecer lim [f(x) — (ma + >] = 0 pois * — 400 de onde,
T——+00 x x
b
lim [M —m] — lim {—} =0
r—+00 €T r—+o0 |

assim, lim
T—+00

{@} = m. Sendo m conhecido e considerando hr_{l f(x)—(mz+0b)] =0
T—>+00

obtemos lim [f(x) — mzx| = 0.
r—+00

Por outro lado, se m e b sao niimeros que cumprem as condigoes

lim {@] —m e lim [f(z)—ma]=b

r——+00 €T r——+00

entao hIJP [f(z) — (mz + b)] = 0 o que implica que a reta y = mx + b é uma assintota
T—>+00
de y = f(x).

Observacao 6.4.

Respeito a Propriedade (6.7) € necessdrio o sequinte:

i) Se ao calcular os valores m e b (quando x — +o00) um dos limites ndo existe, a
curva nao apresenta assintota obliqua a direita. Resultado similar obtém-se quando

T —r —0OQ.
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ii) Se m =0 e b ¢ infinito, a assintota ¢ horizontal.

Exemplo 6.23.

Determine as assintotas da curva determinada pelas equacoes:
2 +4 512 — 8x + 3
a = Y b =
) f@ =t ) gl =
Solugao.a)

O dominio D(f) =R —{2}.

244
O calculo do limite lirr; {x + ) + \3/5} = 400, logo x = 2 é assintota vertical.
z—=2 | © —
2+ 4

Tz —2

Para o calculo de assintota obliqua :

T——+00

Observe, lim [ + W} = +00, logo nao tem assintota horizontal.

2 4 3
r—+o00 I T—+00 ,r($ — 2) T
w?+4
lim [f(x) —mz] = lim [ + /x — :L} = 400, logo nao existe assintota obli-
r——+00 T——+00 €xr — 2

qua.

De modo analogo, nao existe assintota obliqua quando x — —oo.

Solugao.b)
O dominio D(g) = R — {-5}.
S5a? — 8 3
Possivel assintota vertical, v = —5; o calculo do limite lim5 % = +00, logo
T—>— x
xr = —b é assintota vertical.

S5x? — 8 3

Observe, lim v oot = +00, logo nao tem assintota horizontal.
r—+o00 xr-+5 )
br® —8 3

Por outro lado, lim @ = lim i 5 além disso,

z—+oo I z—+00 .CE(QS + 5)

52?2 — 8z + 3

li — = i — =—

Assim y = bx — 33 é assintota obliqua.
2 _
Para o caso v — —oo, temos lim @ = lim w =5 também
z to—co I T——00 l‘(I —+ 5)
. , 52?2 — 8z + 3
i o) 50 = [P ] <

Portanto, y = bx — 33 é a tnica assintota obliqua.

Exemplo 6.24.
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Determine as assintotas da curva y =

Solugao.
O dominio D(f) =R — {2}.

Intersecgoes com 0s eixos.

a) Com o eixo-y:

b) Comoeixo-z: y = 0entdozr =

7T — /41
T\/_’ 0)

7+ /41
4

e C(

Cdlculo de assintotas:

a) Verticais:

. 202 —Tr + 1 -5 .
m —=— =400
r—2+ T —2 0t

’ 202 —Ter+ 1 -5

m —=— = —00
T2 x— 2 0-

Logo x = 2 ¢ assintota vertical.
b) Horizontais:

lim .f(z) = £oc.

r—+oo

Temos

Logo nao tem assintotas horizontais.
c) Obliquas:

202 —Tr + 1

Tz —2

1
xz =0 entao f(0) = —5 é o ponto A(0, —=)

; sdo os pontos de coordenadas B(

2 _
lim f(z) = lim %—M = 2.
r—+oo I x—+00 [E(J} — 2)
) ) 202 —Tr + 1
b= el mma = I
. —3r—+1
lim — = -3

z—=+oo 1 — 2
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, e tracar os respectivos grdficos.

1
2

0

i

g y=22+3

Figura 6.12:

Por tanto a reta y = 2x — 3 ¢ uma assintota a direita e esquerda da curva y = f(x).

O grafico mostra-se na Figura (6.12).

Exemplo 6.25.

Determine as assintotas da curva dada pela equacio g(xr) = Va3 — 3x2 — 9z + 27.

Mostre seu respectivo grdfico.

Solucao.

O dominio da fungao é D(g) = R.

Observe, nao temos assintotas verticais; pois nao existe nimero a tal que o limite

lim .g(x) = +o00 isto é nao existe valor real que faz zero o denominador.

T—ra

Nao temos assintotas horizontais; ndo existe nimero ¢ tal que o limite lim .g(x) = c.

r—F00
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Calculo de assintotas obliquas:

. g(x) , Va3 — 322 — 9z + 27
m= lim .=~ = lim . =1
T—+o00 x T—+00 X
b= lim [Va3 —322 — 92 +27—1-12] =
r—+o00
—3x% —9x + 27

lim =1
zokoo | (v — 302 — 9z + 27)% 4+ 2(Va? — 322 — 9z + 27) + 22

A reta y = x — 1 é assintota direita e esquerda.

Calculo de extremos relativos:
z+ 1)(x+3
o) = DY
(V/(z = 3)%(z +3))

Observe, para h positivo suficientemente pequeno temos ¢'(—14+h) <0 e ¢'(—=1—h) >

entao r = —1, x =3 e x = —3 sao pontos criticos.

0, logo temos méaximo relativo no ponto A(—1, v/32); por outro lado, ¢'(3 —h) < 0 e
g (3+h) >0, logo em B(3, 0) temos minimo relativo.
O grafico mostra-se na Figura (6.13).

Exemplo 6.26.

Tragar o grifico da fungio f(x) = Va* — 523 — 422 + 202 mostrando as assintotas.

Solugao.

O dominio de definigao ¢, D(f) = {z € R /. a* — 523 — 42% 4+ 20z > 0 }, isto ¢
Intersecgoes com eixos de coordenadas sdo os pontos (—2, 0), (0, 0), (2, 0) e (5, 0).

Nao tém assintotas verticais nem horizontais.

B
=R
I
0.7 %2
Figura 6.13: Figura 6.14:
Calculo de assintotas obliquas:
2 W S P

= Tim f(z) — lim Vvt — 53 — 422 + 20z _

r—+oco X r——+00 X



330 Christian José Quintana Pinedo

4 5
b= lim [f(z)—1-2= lim [Va!—523 — 422 + 202 — 2] = —~

T—r—400 Tr——400 4

5
Aretay =z — 1 é assintota obliqua a direita.

Por outro lado: m = lim @: lim m [i/l—g—i-l-@] = 1.

r——00 I T——00 I T x2 x3

b= lim [f(z) —1-2] = lim [Va? — 523 — 422 4 20z — (—1)z] = Z

T——00 T——00
S Co
A reta y = —x + — € assintota obliqua a esquerda.
O grafico mostra-se na Figura (6.14).

Exemplo 6.27.

Construir o grdfico da curva y = g(x), mostrando suas assintotas.

+3
’ ) se, x>0
1’3

(x+1)(z+4)
—V1+ 22, se, ©<-3

Solugao.
O dominio da funcdo D(g) =R — {—1}.

Calculo de assintotas horizontais:

lim .g(z) = lim L 1 e lim .g(z) = lim (—V142?) = —oc0

Tr——+00 T—+00 €T T—r—00 T—r—00

A tnica assintota horizontal é y = 1.
Calculo de assintotas verticais:

As possiveis assintotas verticais sao os valores de x para os quais o denominador é zero

e estes valores sao: x =0, v = —1, e x = 4. Os limites
, r+3 N I -z 2
im = +o0; im = _
20+ x ’ so—1(z+1)(x+4) 3
em x = —4 nao tem sentido calcular pelo fato estar definida g(x) no intervalo real (—3, 0].

Logo a tnica assintota vertical é x = 0.
Assintotas obliquas:
Nao existe assintota obliqua a direita, pois ja existe uma assintota horizontal.
1
g(x) —V1+ 22 R F"’_l_

m= lim ~=— = lim — = lim =1
r——00 I Z——00 x T——00 x
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—1
b= lim z)—mz|= lim [-V1+22—z]= lim —— =0
xﬁfoo[g( ) ] xﬁfoo[ } z——00 4/] + 2 —r

A tnica assintota obliqua é y = .

O grafico mostra-se na Figura (6.15)

B(-3, 12)) 1y
=gl
r=-1
I
| ¥=gx
y=1
i =
-3 —L<[0 3 i
y:x fﬂ'"‘:‘
3,4 4f10) ACL =)
ot T
Figura 6.15:

Observacao 6.5.

Se a equagao de uma curva escreve-se na forma x = g(y), para obter assintotas utiliza-
mos os resultados das Propriedades (6.5) - (6.7) modificando as varidveis correspondentes.
Deste modo:

i) Se lim .g(y) =k ouse lim .¢g(y) =k entdo a reta z = k é uma assintota vertical.
Yy—r—+00 Yy——00

ii) Se existe a € R tal que lim .g(y) = +00, lim .g(y) = o0 ou lim .¢g(y) = £o0, entdo
y—a y—at y—a~
a reta y = a ¢ uma assintota horizontal.

iii) A reta z = ky + b é¢ uma assintota obliqua se:

. g(y) :
= ke lim lg(y)—kyl=b ou
lim M =k e lim [g(y)—kyl =0b
Yy—r—00 Yy Yy—r—00

Exemplo 6.28.

Tragar o grdfico da curva y* — y*x + y* + x = 0, mostrando suas assintotas.
Solugao.
vy +1)

(y+1)(y—1)
A variavel y (imagem da fungao y = f~!(x) pertence ao conjunto de nimeros reais

R—{-1,1}

Da equagao a curva temos, r = f(y) =
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Assintotas verticais:

Observe o limite, lim .f(y) = £oo; logo nao existe assintotas verticais.
Y—+—00

Assintotas horizontais:

Sao possiveis assintotas horizontais y = —1 e y = 1.
y y2(y+1) 1
im —=
ool (y+ 1y —1) 2
2 1 2 1
v=1* (y +1)(y — 1) y=1- (y+1)(y — 1)

entao a Gnica assintota horizontal é y = 1.

J-El;r ’/f
}::3;!'.'.1’,/
_ 2o x= g
¥ e
______\ 131
T2 /n 7 4
x=gy ]
J“llll _2
Figura 6.16:
Assintotas obliquas:
2
1
T 1) T )
yokoo y koo y(y + 1)(y — 1)
2
- : yi(y+1)
b= lim —kyl= lim —2~~2 7 =1
Jim g(y) —ky] = lim TESCED) ]

logo a tnica assintota é x = y + 1.

O grafico mostra-se na Figura (6.16)

Exemplo 6.29.

Determine as constantes m e n que cumprem a condi¢ao:

L= lim

T—+00

[151‘3 4+ Tr+4

— Va2 +d4r — V83 + 1222+ 14 2mx — 3n| =0
3r2+4

Solugao.

Temos L = lim
r——+00

[15x3 +Tr+4

— Va2 +d4r — V83 + 1222+ 14+ 2mx — 3n| =0
312 +4
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entao
) 1523 + To + 4
R L
—1g1BVﬁ+4x—@+w€w&+uﬁ+4—2@]:o
T—>r+00
3 _ 2 _ _
I — lim |* (6m +6) —9na® +x(8m —5)+ (4 —12n)]
r—~400 3372 +4
. 4x n 1222 + 1
— lim =
votoo | a2+ dx+a (V8x3.. )2 + (22)() + (22)2
Quando m = —1, logo calculando o limite da segunda parcela
_ —9nz? — 13z + (4 — 12n) 4 12
L=1 S I [
mifx[ 322 + 4 > 1) =Y
Quando n = —1, logo ao calcular o limite da primeira parcela
922 — 13z + 16
mﬁlrlloo [ 32 +4 :| $=3-3=0
Portanto, os ntiimeros sao: m=—1 e n=—1.

Exemplo 6.30.
Determine o grdfico da curva y3x* —y? +y + 2 = 0, mostrando suas assintotas.

Solugao.

2y 9 [y2 —y—2
Observe, 22 = % ,de onde =z =+ %
Y Yy

Ao substituir x por —x na equacao original, a mesma nao varia, logo é simétrica

[y?2 —y —2
respeito do eixo-y; entao é suficiente analisar x = %
Y

2 3
Derivando implicitamente, 3y?z%y’ + 2y3x — 2yy’ +v' = 0, logo i/ = gt
14 2y — 3y%x?
entao r = 0 é um ponto.
Quando z =0, y =2 ou y = —1; em (0, 2) temos maximo relativo e, em (0, —1)

temos minimo relativo.

Considerando = = entao a imagem y pertence ao

y2—y—2:\/<y—2><y+1>

I
intervalo [—1, 0) J[2, +00).

2y -9
O limite lim y-y=—=<

= +00; logo y = 0 ¢ assintota horizontal.
y—0 y3
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2—y—2
Por outro lado, lim LA . 0 entao x = 0 é a tnica assintota horizontal.

y—r+o0 y3
Nao tem assintotas obliquas, seu grafico mostra-se na Figura (6.17).

2
i
_\_\__lé_\_\_\_:;z_‘—\\l:l/_/—’lz/_/lj’/—r

-1

Figura 6.17:

Observacao 6.6.
Para o grifico de curvas podemos utilizar recursos adicionais de pontos criticos e, ou

critérios da derivada.
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Exercicios 6-2

1. Determinar os intervalos de crescimento, os extremos relativos e esbogar o gréfico

das seguintes fungoes.

1. f(z) =23 +22% —4x +2 2. f(x)=a%—142% — 242 + 1
3. flx)=5Va2—Vad 4. f(z)=|2*>-9|
T r+1
f(x) x22+ 12 f(x) I; + Zg + 16
7+ xe —dr +
7. == 8. —_
9(z) = 5— fl@)=5——=
9.  g(x) =32% —1252° + 2160z 10. g(z) = (v — 1)Va?
3
11. h(z) = /(v +2)? — /(z — 2)? 12. g(z) =2+ —
22 + 22 — 33 w+x+1
13. = 14. _—
==y O=1irm
—r+x —r+x
15. = — 16. —_—
f(z) 1+z+ 22 J(w) = 1+z—2?
2. Suponhamos a; > 0, ¢ = 1,2,...n, para os seguintes exercicios determine os

pontos de maximo ou minimo, caso existir.
1.  f(z) = (a1 —x)*+ (ay — x)* para a # b.

(
2. f(x)=(a1 —2)?+(ag —2)*+ (a3 — ) + - - + (@, — 1)*
3. f(x) = (a1 — 22%)* + (ag — 22%)® + (az — 22%)* + - - - + (a,, — 22%)*.
4. f(x)=(a1—2)"+(aa—2)" + (a3 — )"+ -+ (a, — x)".

3. Determine os intervalos de, crescimento e decrescimento para as fungoes:
1. y==xz(1++x) 2. y=ux—2senx,se <z <27
4. Analisar os extremos das seguintes funcgoes:
1. y=(z—>5)e" 2. y=av1—a?
3. y=(z-—1)7* 4. y=1—(r—2)*

5. Determinar os valores a, b e ¢ se:

1.  f(x) = 22® + ax® + b tem extremo relativo em (—1, 2).

2. g(x) = ar? + br + ¢ tem extremo relativo em (1, 7) e o gréafico passa pelo
ponto (2, —2).
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10.

11.

12.

Christian José Quintana Pinedo

Para cada uma das seguintes funcoes, determine o méximo ou minimo absoluto nos

intervalos indicados.

1. f(z) = 32" — 82° + 622 em [—%, %] 2. f(z) = % em [—%, 1
1 1 1
3. J(@) = g em [0, 5] 4. flo) = 250 em -1, -]

241
Determine o raio da base e a altura A de um cilindro reto com volume constante V',

de modo que sua area total seja minima.

Determine extremos relativos para cada uma das seguintes funcoes:
0 se, x ¢ irracional

Lo f@=1{1

se, T = b ¢ fracao irredutivel, p, q € Z*
q

q
1

1, se, = — paraalgum neN
n

0

2. [flz)= ,
, nos demais casos
. Achar os lados do retangulo, de maior area possivel, inscrito na elipse:  b?z? +
a?y? = a?b?.

Sejam os pontos A(1, 4) e B(3, 0) da elipse 2z* +y? = 18. Achar um terceiro ponto

C na elipse tal que, a area do triangulo ABC seja a maior possivel.
Entre os retangulos de perimetro 10, qual deles é aquele que tem maior area?

Para os seguintes exercicios, tracar o grafico da curva correspondente indicando suas

assintotas.
1 — 2
1. f(z)=v1+a2+22 2. flx)=—; x4
aj‘ J—
T —5 of Tx2—a34+ax—7
3. = 4. —
f(@) 2~ 7o+ 10 /(@) \/x3—9x2—9x+81
2+ 9
7. flx)=Va+a?-—x 8. f(z)= vzt — 2% — 922+ 9x
x4 —bx2 +4 32 +3r+1
9. =\ 10. =+/4 2 -
f@) 2x2+2x—24 f@) tam x2+x—64 .
e+ 2+ 1 5+ 4x* — 6x
11 = 12. =364 +5
f@) x f@) e +x3—6x2—4x—|—24
21 + 4z — 22 2° — 5t +1 5
13. i V'Y _ _YBT1
f(@) 2+ 7z —8 f(@) x4 — 1122 — 80 v
922 — 62 — 8 Ry |
15. — "% 1. s R N
f(@) \/16x2+4az—6 1) et
1622 + 4z — 6 C/x6—9a:4—x2—|—9
17. = _— 18. =
f(@) \/9Jz2—6x—8 f(@) 2_2
6 _ 0yt _ 2210
19. 4 — 622+ 2% =0 20. f(:r)::c—il/x xf_Q”; +
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x
—_ se, |z|<1
2. f(z)=q Vi-o
5 +1—|—3x, se, |x|>1
x
or —1
Hx ’ , se, =< -3
T+ 3
— 10z — 1 | +502% — 19
22. flx)= | 10z | +50z se, —3<xr<l

(v —2) (2% + 42+ 3) "’

V/8x — 816 — 512, se, x>1

( 2
[’2—}——}, se, < -3
x
2 2
23, flo)={ =T @ _3<a<l
o
-1
=1 s
[ (z+1)2
2
x-\/2+$, se, |x|<2
24. f(x)= 02 -z
P se, |xz|>2
2+

13. Construir o grafico das seguintes curvas, mostrando suas assintotas.

1. ¥ =@—-aP@—-c), a>0, ¢>0 2. y*(r—2a) =2°—a’

3. 2227 —4P=0 4. xff+yr*=d®, a>0
5. 47° = (a+32)(z* +v%), a>0 6. 2%(z—y)*=d*(2*+v%)
7. -y’ =y' -1

14. Para cada exercicio, determine as constantes m e n que cumprem a condicao:

~[a2—3¥ar 143 ]
1. lim —mz—n| =0
T—+00 r—3
|23V 145 ]
2. lim —mz—n| =0
T—4-00 x+3
N 5 R/ ey v/ iy gy | ]
3. lim —mx—n| =0
r—>+00 1‘2 —4
[ VS T+ VS 145 ]
4. lim —mr—n| =0
r—+00 244
I R/ e .y g
5. lim —3mx—2n| =0
T—+00 $3 -8
R 7 R/ R R o e iy
6. hrf s —2mx —3n| =0
r—~00 xTr° —

337
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15.

16.

17.
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20z + 1522 + 6 8 3 1
7. dm |[REACHO ey I e b1
T—4-00 312 +4 |

Para cada um dos seguintes exercicios, calcular assintotas, pontos de maximo ou

=0

minimos e desenhar a regiao A:

1. ={(z,y) eR?/. y=cosux, xz—%,xz%,yzO}
2. ={(z,y)eR?/). y=2?+22-3, z=-2,2=0,y=0}
3. ={(z,y)eR?/). y=9—2* y=2>+1}

-z
4. ={(z,y) eR?/. V=1 y=0,z=—-1, =2}
5. ={(z,y)eR?/). y=3z—2* y=2>-2x}
6. ={(z,y) eR?/. y=tanux, :c:(),yzgcosx}
7. ={(z,y)eR?/). y=a3+z, 2=0,y=2,y=0}
8. ={(z,y) €R?®/. y=arctanz, y = arccos 3;, y=0}
9. A={(r,y) €R?®/. y=arcsenr, y=arccosx, x=1}
10. A={(r,y) eR?®/. y=2>-322+22+2, y=22>—-4r+2}
11. A={(zr,y) eR?*/. y=4—In(z+1), y=Ln(z+1),z=0}
12 A={(zr,y) eR?®/. y*—2=0, y—2*=0,24+y—2=0}
13. A={(z,y)eR?*/. yla’+4)=42-2),y=0,2=0}
14. A={(z,y)eR?®/). y=2*+z—-4, y=z,y=8—=z}
15. A={(z,y) eR?®/. y=¢", y=e* x=1}
16. A={(z,y)eR?®/. y=2z+2, z=9y*+1,2=0,y=0,z2=2}
17. A={(z,y) eR?*/. y=[z—-2|, y+2*=0,2=1, =3}
18. A={(zr,y)eR?®/). y=v22-3, y=lz—1|,y=0}
19. A={(r,y) €R?®/. y=|[senz| para z€|0,2n], y=-x, =27}
20. A={(x,y) eR?/. y:%, r=-3,1r=3y=0}
21. A={(x,y)€eR?/. y=arcsenz, y=arccosz, =0}
22. A={(x,y)eR?*/. y=tan’z, y:O,x:Zx:O}

3 Y
Calcule as dimensoes do retangulo de perimetro méaximo que pode ser inscrto em

uma semicircunferéncia de raio r.

Acumula-se areia em forma conica a razao de 10dm?3/min. Se a altura do cone é
sempre igual a dois vezes o raio de sua base, a que razao cresce a altura do cone

quando esta ¢é igual a 8dm?
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6.3 Formas indeterminadas

Trataremos das regras de L’Hospital que permitem calcular limites da forma:

8

g, —, 0-00, o©o—o00, 0° oo™ 1%
Teorema 6.1. de Cauchy.

Sejam as fungoes reais f(x) e g(x), tais que:
a) Sejam continuas no intervalo [a, b].

b) Sejam deriviveis em (a, b).

c) ¢J(z)#0 VYaze(a,b)

entao, existe pelo menos um ponto ¢ € (a, b) tal que: ( =
g

Demonstracao.
Observe, g(a) # g(b) para o caso g(a) = g(b) cumpriria as condi¢oes do Teorema de

Rolle ; isto implicaria que existe ¢ € (a, b) tal que ¢’(c) = 0 contréario a hipotese.
b) —
(0]
9(b) —g(a)

entao

f(0) = f(a) = k(g(b) — g(a)) (6.3)

Considere-se a fun¢ao auxiliar F'(z) = f(z)— f(a)—k(g(z)—g(a)) para todo x € [a, b];
entdao I ¢ continua em [a, b], F' ¢ derivavel em (a, b) e F(b) = F(a) = 0; logo F' cumprem
as condigoes do Teorema de Rolle, portanto existe ¢ € ( b) tal que F'(c) = 0.

Sendo F'(z) = f'(x) —kg'(x), entao F'(c) = f'(¢c)—kg'(c) =0 e como ¢'(c) #0 Vc e
f'(c)
g'(c)

Portanto, em (6.3)temos

(a, b), k=

f) — f(a) _ f'(e)
g(b) —gla)  g'(c)

Propriedade 6.8. Primeira regra de L’Hospital.

Se as funcoes f, g : R — R cumprem:

a) Continuas no intervalo [a, a + h], h >0 b) derivaveis em (a, a + h)
c) g(x)#0 Vue(a ath) d) f(a)=g(a)=0
/ /
e) lim f() =L ou lim f() = +o00
z—at g/(l’) xz—at g,<$)
!
entao lim M = lim f(z) =1L ou +oo.

z—a™t g(.ﬁlﬁ) T—at g/<$)
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Demonstracgao.
Observe que ¢'(x) #0 Vz € (a, a+h). Aplicando o T.V.M. a fun¢ao g no intervalo
[a, a+ h] temos que existe onde ¢ € (a, ) tal que g(z) — g(a) = (z —a)g’(c); as hipoteses

c¢) e d) implicam ¢(z) = (x — a)g¢'(c) # 0.
f(x)

Para x € (a, a + h) considere o quociente e como por hipotese f(a) = g(a) =0,

g(x
_ /
o teorema de Cauchy permite escrever /() = f(x) = J(a) = f/(x)
g(@)  g(@) —gla) g'(z)
Observando, quando z — a™, entdao d — a™, da hipotese e) segue:

— = —f(a:) = /(@) = lim (@) = lim f'(z)
zsat g(x)  wmat g(x) —gla)  dmat g'(x)  amat g'(2)

para a < d < x.

=L ou £+ oo

Observacao 6.7.
Se as condi¢oes da Propriedade (6.8) sao verificadas num intervalo [a — h, a] ou

[a — h, a+ h|, a Propriedade (6.8) € verdadeira quando x — a~ ou = — a

Propriedade 6.9.

Se as condi¢oes a), b) e c) da Propriedade (6.8) sdo wverificadas num intervalo

[ +00) ou (=00, —3] ¢ lim f(a) = lm__o(a) =0 ou lim f(z) = lim_g(e)=0.
e @) S @) _ o I
xEIJ{loo m - IETOO g’(:p) ou IEIEIOO M - xgrjloo g’(x)

sempre que o limite do sequndo membro exista.

Demonstracgao.

Se x — 400, considerando z = % as duas fungoes f (%) e g(%) tém limite zero quando
t— 0.

Definindo f (1) = g(l) = 0 para t = 0, obtém-se duas funcoes continuas no intervalo
[0, h] que verificam as condigbes da Propriedade (6.8).

Aplicando esta Propriedade (6.8

):
B IO 0 B 11 N 275 NN B

z—too g(x) =0+ g(%) TS0t [g(%)]’ =0+ — 5 - g'(

1
t ot frd
%) {0+ g’(%) z—+oo g (1)

De modo similar mostra-se quando ¢ — —oo.

Propriedade 6.10.
Se f'(a) =¢'(a) =0 e [ e ¢ cumprem as condi¢oes da Propriedade (6.8), entdo:

TN R N CO R A )

z—a™t g(ZL‘) r—a™t g/<$) z—a™t g”([)ﬁ')

Demonstracao.
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A demonstragao é exercicio para o leitor.

Observacao 6.8.

Se nao existe o limite de
f(z)
g(x)
Exemplo 6.31.

) quando x — a, entao nao podemos concluir que nao
g'(z

como mostra o sequinte exemplo.

existe o limite de

1
2
-sen(— 0
Sejam as funcoes g(z) = senz e f(r) = x Sen(x) se, x# |

se, =20
2. gen(t 1
Calculando o limite: lim @ = lim x—n(x) = lim [ T €T - sen—} =0.
=0 g(x) ==0  senw z—0 | senx x
! 2xsen(L) — cos(L
Por outro lado, lim (@) = lim zsen(y) ) nao existe.
=0 g'(x)  2—0 CoS T

Propriedade 6.11. Segunda regra de L’Hospital.

Se as fungoes f, g : R — R cumprem:

a) Continuas no intervalo (a, a4+ h], h >0 b) derivaveis em (a, a + h)

c) J(x)#0 VYaze(a, at+h) d) Ili)IZl+ Sz) = wlilggr g(x) =00
— g(a) = im (@) = ou o0
e) f(a> _g( ) _O f) :rl—>a+ g’(x) L +

)y, S0

entao lim =L ou =0
z—at g(.ﬁE) z—at g/(l')

Demonstracao.

Exercicio para o leitor.
Exemplo 6.32.

Calcular os seguintes limites:

o 20 Bx :
a im im ————
) z—0+ Lnx ) 2=0 L 4 sen(2)
Solugao. a)
_1 1 5
B 00 T4 —gx 1 1
E da forma —, logo lim = lim —& = lim |—-271| = —00
00 a—0t Lnx  z—0t x7! a—0t | 4

Solugdo. b)

B 00 1 —g 2 1

E da forma —, logo lim +—*—~ = lim = lim ———— este

00 =0 ~ 4sen(;)  @=0x72(14cos(;))  «=01+cos(;)
1
- 1

dltimo limite nao existe, porém lim —*—— = lim ———— = 1.

i
@=0 L +sen(L) @0 1 + asen()
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Observacao 6.9.

i) Aplicando o T.V.M. mostra-se que, se lim.f(z) = oo e lim.g(x) = oo, entdo
T—a T—a

iigcll.f’(x) = 00 € il_f)rlll .g'(x) = oo, isto significa que num certo subconjunto de

f'(x) f'(x)

g'(z) g'(x)

permitir simplificagoes que

D(f) é indeterminado quando x — a. Nao obstante o quociente pode

f(z)

9(x)

.. 00 . . . 0

ii) Para a forma — verificam-se as propriedades analogas aos da forma o
00

f'(@)

g'(x)

(x; nao tenha limite (Ezemplo (6.32) b))
g(z

nao permite (Ezxemplo (6.32) a))

o, L. . ~ .. ~
iii) Na forma — ¢ necessario considerar que, se nao tem limite quando z — a, nao
00

podemos concluir que

Exemplo 6.33.
r—3 63—90
Calcular lim ——
z—=3 sen(xr — 3)

Solugao.
Quando x — 3, o limite tende para 0 como as condicoes da regra de L’Hospital
6:):73 - 6371 69073 + 6371 B 1 _|_ 1 B

(Propriedade (6.11)) cumprem, entao: glglgé son(z —3) = Jlgllg ooz —3) = 2.

r—3 erx

Portanto, },-IE:I), m = 2.

Exemplo 6.34.
ez—2 + 62—33 -9

Calcular iﬁ% T~ cos(@ = 2) .

Solugao.

L 0 . , _ . e 24 et 2
O limite é da forma —, aplicando a regra de L’Hospital temos: lim =
0 =2 1 — cos(x — 2)

ex72 _ 6273:
lim ———.
z—2 sen(r — 2)

0
Este ultimo limite ¢ da forma o’ aplicando novamente a Propriedade (6.8) temos:
ex—? + 62—50
im— =2,
z=2 cos(z — 2)

z—2 2—x __ 2
Portanto, lim c e = 2.
=2 1 — cos(z — 2)

Exemplo 6.35.

1—cosx—%x

2

Calcular lim
x—0 [L‘4

Solugao.
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0
Este limite ¢ da forma o aplicando trés vezes a regra de LL’Hospital temos:

1
) 1—cosx—§x2 .osenx —x . cosx—1 1

lim =lim—=lm——— = ———.
x—0 :1,’4 x—0 4{133 x—0 121‘2 24

1 —cosx — %x2 1
Portanto, lim = ——

z—0 x4 24

Exemplo 6.36.

8=

Calcular lim ¢

x—0 I
Solucao.
1 1 1
. 0 .. ew . w e . e
Se x — 07, este limite ¢ da forma —, entao lim = lim ———— = lim —
_ 0 a—0t T =0t | o LA
observe, se continuamos com o processo nao poderemos evitar a indeterminacao.
_1 1
. €= . P s T o0
Por outro lado escrevendo, lim —— = lim % este tltimo limite é da forma —.
z—0t T =01 e o0
_1 1 —2
. , . . € = . P . —Z
Aplicando a regra de L’Hospital, lim — = lim % = lim ———~ = 0.
z—0t T z—=0t e =0t —p—2e%
1
_ . e R S
Se  — 07 ,temos lim = lim —-e = = (—00)(+00) = —00.
z—=0- T z—0~ T
1
. . ez .
Portanto o limite lim — nao existe.
z—0 I
Exemplo 6.37.
1
) e 22 —1
Calcular lim i
T—r—+00 =
€T
Solugao.
-5 1 -5 Q3 -%
- _ e xz¢ — . € xz¢ « LI e =
E da forma —, entao lim il = lim = lim =—1.
r—r+00 == r—r+00 —21’73 r—+00 —
€T
1
) e 22 —1
Portanto lim ———— = —1.
T—+400 =
x
Exemplo 6.38.
. Ln(senz)
Calcular lim ——————=.
e—0+ Ln(tan x)
Solugao.
o 00 . Ln(senx . cotw
O limite ¢ da forma —, logo lim # = lim lim cos™x
00 e—0t Ln(tanx) o0t ST 40+
( ) tanx
. Ln(senz
Portanto lim —~ =1

2—0+ Ln(tan x)

Exemplo 6.39.

Calcular lim tai.
z—2 tan(3z)

Solugao.
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.. , o0 . . . L.
O limite é da forma —, das identidades trigonométricas segue-se :
00

lim —— = lim

=7 tan(3a:) =7

tanx . senx - cos 3x
sen3x - cos &

, senw ) cos 3x ) cos 3x
= lim [ } - lim = (—1) lim :
a—% Lsendx) 2-% | cosw a—% | cosx

2 2

A aplicando a regra de L’Hospital a o dltimo limite:

lim {cos?)x] _ lim [—386113:6] __3

a—T | cosx e—I | —senx

tan x
ortanto w;r% tan(32) (—1)(=3) =3

Exemplo 6.40.

n

.
Calcular lim —, n € N.
z—+oo et

Solucao.

Como n € N e o limite é da forma —, aplicando a regra de L’Hospital sucessivamente
z" >
n vezes,temos : lim — = lim — = 0.
r—+o0 er r—4o00 %
n

Portanto, lim — =0.
r—+oo el

Exemplo 6.41.

Determine o sequinte limite : lim —, reQ—-N, r>0.
r—+oo e¥

Solucgao.

00
O limite é da forma —, como r é um niumero real positivo, existe n € N tal que
00
n — 1 <r <n. Aplicando a regra de LL’Hospital sucessivamente n vezes temos:
a” r(r—1)r—-2)r—=3)---(r—(m-—1)z""

lim — = lim
z—+oo e¥ T—+00 er

=0

pois, (r —n) < 0. Este resultado mostra que, quando = — +00 o limite da exponencial

e” ¢ infinito de "ordem maior que qualquer poténcia de x”.
T

.o
Portanto, lim — = 0.
z—+oo e¥

Exemplo 6.42.

. Lnz
Calcular lim ——, reN, r>0.
rz—4o0o0 7

Solugao.

00
O limite é da forma —, aplicando a regra de L’Hospital temos:
00

. Lnx . x ! ) 1
lim = lim = lim =0
z—+oo T z——4oo 1 - "L z—+oo 1 - a7
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O resultado mostra que, quando x — 400 a funcao Lnx ¢é infinito de “ordem inferior

de x"”, para r > 0.
Lnz

Portanto, lim = 0.
z—+oo T
. . A 0 00
6.3.1 Formas indeterminadas redutiveis & forma — ou —
00

0

As regras de L’Hospital aplicam-se & forma 0 ou —; porém as formas indeterminadas:
00
0 0 o0

0-00, 00—o00, 0% o0 e 1°; podem ser transformadas para forma 0 ou —.
00

6.3.1.1 A forma indeterminada 0 - co

Quando por exemplo lim . f(z) = 0 e lim .g(x) = oo (pode ser £00), temos: [lim . f(z)]-
T—a T—a T—a
[lim .g(x)] = lim .f(x)g(x) = 0 - co. Este limite pode ser calculado utilizando a regra de
Tr—a Tr—a

L’Hospital, segundo uma das seguintes transformacoes:

0
1 f-g= / e resulta da forma ik

1

g
00
2 f.g= % e resulta da forma —.
? o0

Observacao 6.10.

i)) Quando um dos fatores ¢ uma fungdo transcendente com derivadas algébricas, convém

considerar este fator como o numerador antes de utilizar a regra de L’Hospital.

ii) Nao confundir com a Propriedade (6.11)-(d) o valor de um dos limites ndo é um

numero real.

Exemplo 6.43.

Calcular lin%[tanx - Ln(senz)]
T—

Solugao.

Observe que o limite é da forma 0 - 0o, aplicando a regra precedente e da Observacao

L
(6.10)temos: lim[tanz - Ln(senz)] = lim Ln(senz) é da forma .
z—0 t—0 cotw 00
L t
Logo, lim[tanz - Ln(senz)] = lim Ln(senz) S lim(cos z)(senz) = 0.
z—0 =0  cotx z—0 — ¢csc2 x z—0

Portanto, lin%[tanx - Ln(senz)] = 0.
z—
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6.3.1.2 A forma indeterminada co — 0o

Por exemplo, se lim . f(z) = oo e lim .g(x) = oo,temos: lim . f(z)—1lim .g(z) = co—o0.
Tr—a Tr—a r—a Tr—a

Este limite pode ser calculado utilizando a regra de LL’Hospital, segundo a transforma-

1 1

]

Gao: f—ng-g[g 7

Exemplo 6.44.
1
Calcular lim [— — cscx].

N z—0t T
Solugao.
_ . .cscx.. 1 1 . —(x —senx)
Temos lim [— —cscz] = lim — 1] = lim =
=0T X e—0+t T escr o =0T I - senw
. cosx — 1 . —senc 0
= lim = lim =-—=0
z—0t senx + & - cosx z—0T COST + COSxT — X - senx 2
Portanto, lim [— — cscz] = 0.
=0t T
0 e 1oo

6.3.1.3 As formas indeterminadas 0°, oo
Todas estas formas sao redutiveis a forma 0 - 0o, se ao calcular o limite utilizamos a

propriedade de logaritmo que diz: f(z)9®) = e9(@)Inlf@)],

Exemplo 6.45.
Calcular lim [z + senz]"™™*.
B z—0t
Solugao.
Observe: .
lim [z + senz|™"* = ezl—lff)l tan & Ln(o-+eenz) (6.4)
z—0t
Ln(x + senx 1tcosy
Por outro lado, lim tanz - Ln(x + senz) = lim Ln(z + senz) = lim 2P —
20+ 20+ cotx =0t —csc?
, , sen’x . 2senzcoszT
lim (14 cosz) - lim ——— = (-2) lim ——— = (—=2)(0) =0
z—0+ z—0+ T 4 senw z—0+ 14 cosx
lim tanz-Ln(z+senz)
anx r-senx _ 60 _ 1.

]tanx — pz—0

z—0t

Portanto,  lim [z + senz]"™* = 1.
z—07F

Na expressao (6.4) temos lim [z + senz

Exemplo 6.46.
Calcular  lim [tan ]2 2.
=3
Solugao.
lim (5 —)Ln[tan z]

Temos:
. T _ st
lim [tanx]2 ™" = "2
s

=3
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s Ln(tanz
Por outro lado, lim (= — z)Ln[tanz] = lim # =
=3 =% =y
sec? s 2 s
55— —2(5 —=x 0
= lim tai”” = lim (3 ) —hm%:—:()
T Tz ¢7E ST COST  e—f COSTT — sentr -1
2
- lim (5 —)Ln(tanx)
Em (6.5) segue-se, lim [tanz]2™" = "2 =’ =1.
=3
Portanto, lim [tanz]2~% = 1.
T3
Exemplo 6.47.
Calcular hm[ +2x ]msenz.
Solugao.
.. . 911 lim Ln(1+z2)
Este limite é da forma 1°°, e temos: hr%[l + %] Tsens = a0 TR
T—r
Para o calculo do limite do expoente de e segue-se:
Ln(1 + 22 2
lim —( ) = lim L2 =
z—=0 T - senr 20 Senx + - - cos T
1 2x 2
lim - lim =(1)lim————=1
a—0 1 + 22 20 senx + & - coS T z—0 2 COS T — sent
Portanto, hm[ +x ]xsenw =el=e.
Exemplo 6.48.
Calcular  lim x*.
5 z—0t
Solugao.
O limite podemos escrever na forma:
. lim z-Lnz
lim z% = es—ot (6.6)
z—0+
Lnx 1 )
Temos: lim -Lnr = lim —— = lim —*- = lim (—z) = 0.
z—07F z—07t P z—0t -2 z—0t
Portanto, em (6.6) lim 2* = e’ = 1.
z—0t

Exemplo 6.49.
r — senx X . ~ L. . ’ .
Mostre que lim existe, porém nao € necessdrio aplicar a regra de L’Hospital.
z—4o00 T + Senr

Solugao.

1
Quando = — o0, temos y = — — 0, logo
x

1 — ysent
=lim—4¢
y—=0 1 + ysen,

1 1
. x —senx .y seny

lim — = lim T o1
rx—+o00 T + senx y—0 + seny
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1
Como cumpre-se a desigualdade | sen— |< 1 ( ¢ limitada), entao lin(l)y : seni =0,
) y—
1 — ysen? T — seny
consequentemente lim —11’ = 1. Portanto lim ——— =1.
y—0 1 4 ysen:, z—++00 I + SenT

Nao podemos aplicar a regra de L’Hospital observe, ¢ da forma

. Tr — senx 39
lim —— ==
T—+00 T -+ senx 39

Exemplo 6.50.

a) Dar um exemplo de uma func¢ao f(z) para o qual existe lim .f(z), porém nao existe
T—00
: /
)
b) Mostre que, se existem lim .f(z) e lim .f'(z), entdao lim .f'(x) = 0.

T—00 T—r00 Tr—r00

c) Mostre que se existe lim .f(z) e existe lim .f”(x) e também lim .f"(x) = 0.

T—>00 T—r 00 T—>00
Solugao. a)
2 2
- : : _ senw _ . senx
E suficiente considerar a fungao f(x) = . Observe, lim .f(z) = lim =0
€T T—00 r—o00 T
. , 22° cos 2% — senz? , senz?
porém; f'(z) = = 2cosx” —
x? x?
2
N . senx
No limite lim .f'(z) = lim |2cosz? — =P-1=7
T—00 T—00 1‘2

Solugdo. b)
L
Suponhamos que lim .f'(z) = L > 0. Entao existe algum N tal que | f'(z) — L |< 5
T—>00

L
para x > N, isto implica que f'(x) > 5"

Porém segundo o teorema do valor médio isto também implica que

x—N|L|

fla)> F(V) + T

para x> N

o que significa que lim .f(x) ndo existe. De modo anilogo mostra-se que nao pode
T—r00

acontecer lim .f'(z) = L < 0.
T—00
Portanto lim .f'(z) =0
T—00
Solugao. c)

Seja lim J"(z) = L >0, entdo o mesmo que na parte a) teriamos que Jim Sx) =
oo. Aplicando novamente o teorema do valor médio mostra-se que lim .f(z) = oo, isto é
contradicao com a hipotese. De modo analogo nao pode acontecermTiolil J'(x) =L <.
Portanto lim J"(z) = 0. o

Em geral, se existem mhg)lof(x) e :}Lrgo.f(k)(x), entao lim .f'(z) = lim .f"(z) =

T—00 T—>r00
lim . f"(z) =--- = lim .f®(z) =0 ke N.
T—r00

T—r00
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Exercicios 6-3

1. Calcular os seguintes limites:

, e’ —1 . xr—tanx .z +sen(mx)
1. lim—— 2. lim — 3. lim———=
=0 Ln(z + 1) =0 T — senx =0 r — sen(mx)
4 lim 21 5. lim /e + 6. lim (0L’
o lim ——— . lim Ve + o o lim —m——
x—0 QL'(,I‘ -+ 1) z—0 z—0 T
70t i [PRT 8 fim [ - " 9. lim ot
20+ T a1 |Lnz 2 —1 z—0 T
. a"mr g 1 . a®—x-Lnr —cosx
10. lim — 11.  lim [Lnz + ] 12, lim
a—1  Lnz z—0t z—0 sen’z
13.  lim /secx 14. lim u 15.  lim| — cot z]
z—0 =0 1 — cos(nx) =02 - COS T
2, 2
16. limsen“x 17, lim S TSN 98 i [ — x - tan x]
z—0 a—=0 T -COoST z—2 2C0ST
5
L. 1 1 1+2Lnz
19.  lim —— 20. lim| ] 21 limLo |SRMEsenr
z—too /T z—0"sen’r 2 7—0 seny — senx
t
22, lim 7 23. lim V1+z 24. lim (1 — ¢")Ln(senz)
a—0t X 20 20+
/1 2 t 2(,—1
25.  lim Vit 26. limx-(Ln |z |)? 27. lim Qan (z”)
zotoo T 20 z—+oo Ln*(1 4 4x1)
1 :
28. lim Val+a? 29. lim| T —] 30. lim @ - sen(senz)
z—300 e>1'r — 1  Lnx z—0 1 — cos(senx)
1 1 243 5 5
31, lim omm 32, lim[- — ] 33 lim {M - —}
20+ =0 et —1 z—0 senx T

2. Verificar a validade das seguintes igualdades:

1 L [2«5/(x+1 \/cos7 (z +1)] \/an SE—|—2) Ln2
. im _ ‘
r=-1 [5 x/ﬁ] tan3(v/z + 1) - arcseny/ (z + 1)1 L5

¥/(a — z)'3[cos ¥/a — x — cos(send/a — z)]sen(2{/(a — x)?) 1

2. lim ==
z—a [ea=® — 1] - sen3+/(a — x)?[1 — cos(send {/(a — x)?)] 6

3. Onde se encontra o erro na aplicagao da regra de LL’Hospital?

2+ —2 . 322 +1 .. 6
h —_——— hH
z—1 {172 —3x+2 z—1 237—3 z—>12

Na verdade o limite é —4.
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11.

12.
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Determine os seguintes limites:

2
.ocostx—1 .

a) lim ———— b) lim
-0 2 z—1tanx

. Determine f'(0) se: f(x) = gT sex # 0, f(0) =0, g(0) = ¢'(0)

¢"(0) = 17.

Mostre as seguintes regras de L’Hospital:

1. Se lim .f(z) = lim .g(x) =0 e lim J(@) = L, entdao lim m:L,

z—a™t r—a™t z—a™t g/ (ﬁ) z—a™t g([L‘)

(analogo para limites & esquerda).

Verificar o célculo dos seguintes limites:

. 1 i 1 2, 2
1. limz - cotme = — 2. lim [— — cot = -

0 T =0 | 22 3
3. lim Veos?2z = e 4. lim w] =1

z—0 z—0 r 3

Qual dos triangulos retangulos de perimetro dado 2p, tem maior area ?

!/
2. Se lim .f(z) = lim .g(z) =00 e lim J'w) =0, entao lim J@) =0,
z—at z—at xz—at g,(l’) z—at g(l’)
(anélogo para —oo ouse r — at oux — a”)
/
3. Se lim .f(z) = hm g(x) =0 e lim J'@) = L, entao lim @) =L.
T—00 T—00 g/(l') z tooo g(l‘)
/!
4. Se lim .f(z) = lim .g(x) =0 e lim f() = 00, entao lim J(@) )
2?2 - seni ~ ,
. Mostre que lim £ = 0, porém nao podemos calcular aplicando a regra de
a—=0  senx
L’Hospital.
Determine os limites das seguintes fungoes: )
. . _ 1 1
1. limsen”z 2. limz* - Lnx 3. lim
z—0 z—0 =0 |x et — 1
Ln(x — 1) [ Lo
: Lnzx 3 3 Ln(z—a)
4. glclir(l](x—l—l) - alclani[ cot mx :| 6. };lirclb _Ln(ez—ea):|
o, . : 1 1 [ p q
7. lm Vo2 8- ilir%[a;q_ﬁl S M Ts 1w
— 2arct
10. lim </ tene 11, lim (7 — 22)c05* 12. lim [w]
z—0 z =3 T—00 {E/e_?’ —1

De uma folha circular, temos que cortar um setor circular de modo que possamos

construir um funil de maior capacidade possivel. Determine o dngulo central a do

setor circular.

Obter um triangulo isésceles de area maxima inscrito num circulo de raio 12¢m.

|
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6.4 Aplicacoes diversas

Apresenta-se a seguir problemas aplicados a diversos ramos das ciéncias, tais como

problemas de fisica, quimica, biologia, etc.

Exemplo 6.51.
Determine dois nimeros inteiros positivos de modo que sua soma seja 60 e seu produto
0 maior possivel.

Solugao.

Sejam os nimeros x e 60—z, entdo o produto P(z) = x(60 — ), logo P'(z) = 60 —2x
quando P’'(z) = 0 segue que = = 30 (& ponto critico de P(z)); também P"(z) = =2 ¢
P"(30) = —2 < 0. Pelo critério da derivada segunda de P(z), em x = 30 temos maximo
para P(z).

Logo os nameros sao 30 e 30.

Exemplo 6.52.

Dada uma folha de papelao quadrada de lado a, deseja-se construir uma caiza de base
quadrada sem tampa cortando em suas esquinas quadrados iguais e dobrando convenien-
temente a parte restante. Determinar o lados dos quadrados que devem ser cortados de
modo que o volume da caiza seja mdzimo possivel.

Solugao.

Sendo x o lado do quadrado a ser cortado em cada esquina, o volume da caixa é
a
V(r) =x(a—2r)*> onde 0 < x < 3 Derivandotemos V'(z) = a? — 8ar + 1222, quando
a
V'(xz) = 0 temos que o tnico ponto critico que cumpre a condigao é 6; por outro lado,
a
V"(z) = —8a+ 24z e VH(E) = —4a < 0.
Portanto, o volume serd maximo quando os cortes dos quadrados nas esquinas sejam

iguais a sexta parte do comprimento do lado a.

Exemplo 6.53.

Deseja-se construir um cilindro circular reto com tampa, cuja base seja uma circunfe-
réncia, de modo a gastar a menor quantidade de material. Qual é a relagao entre a altura
e o raio da base para isto acontecer ¢

Solugao.
De um ponto de vista matematico, o problema apresenta dois aspectos.

a) De todos os cilindros que possuem area total igual, terd menor gasto de material aquele

que tenha maior volume.

b) De todos os cilindros que possuem o mesmo volume, terda menor gasto de material

aquele que sua area seja minima.
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Consideremos o caso da parte a).
Suponha um cilindro de altura h e raio da base r; entao sua area total ¢ A = 27xr2+27rh

(A é constante) e seu volume V = mr?h.

A — 2mr?
Do dado da &rea total vem, h = Q—M, substituindo este valor em Vtemos
mr
A — 2mr? A A
Vi(r)= WTZ(—W) S R V'(r) == — 3mr?
2mr 2 2

[ A
otimizando esta fun¢ao encontra-se rg = on ¢ ponto critico, e V" (rg) = —6mr < 0,

assim o volume é maximo.
: A 2 -
Considere r = rg = o = A = 67r*, substituindo na altura A temos
s
A —2mr? B 6mr? — 2mr?

h —= = = 2
2rr 2rr "

Logo a relagao h :r é 2 : 1; isto é, a altura é o dobro do raio da base.

Exemplo 6.54.

Um arame de 80cm de comprimento deve ser cortado em dois pedacos. Com um
deles deve-se construir uma circunferéncia, e com o outro um quadrado. Quais sao as
dimensoes dos arames de modo que a soma das dreas do circulo e quadrado sejam: a)
minima; b) mdzima.

Solugao.

Supunha a raio da circunferéncia seja r, e o lado do quadrado m; e sejam os compri-

mentos do arame xem e (80 — x)em; entdo 2nr = e 4m = 80 — x. A soma das areas
2 [80—z]?
é:S:m“Q—{—mQ:W[i} +{ x}

27 4
80 — 1 1 4
Logo, S'(x) = % — <Tx) =z {% + g] —10 == { ;f} — 10; o unico ponto
8
critico acontece quando x = 10 [ T } ~ 35, 19.
447

2r 8
Como a fungdo S(z) somente tem minimo relativo em z &~ 35,19, a area minima

35, 19}2 . {80 — 35,19

1 1
A derivada segunda de S(z) é: S"(z) = {— + —} > 0.

4

pontos criticos, a area maxima deve ocorrer em um dos pontos do extremo. Quando z =

2
} = 224,13cm?, pelo fato nao possuir mais
T

é 5(35,19) = w[

801
80, S(80) == [2—} = 509.75¢m? tem-se drea maxima.
7r
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Exemplo 6.55.

Gerador € um aparelho que transforma qualquer tipo de energia em energia elétrica.
Se a poténcia P, em watts, que um certo gerador lanca num circuito elétrico, € dado por:
P(i) = 20.i —51i%, onde i € a intensidade da corrente elétrica que atravessa o gerador, em
amperes (amp), pede-se: a) Para que intensidade da corrente elétrica este gerador langa
no circuito poténcia mdarima? b) Para que intensidade da corrente elétrica, este gerador
lanca no circuito uma poténcia maior que 15W ¢

Solugao.

A poténcia é maxima quando existe i, de modo que seja a fungao P(i) maxima.

De P(i) = 20.i — 514% temos que P'(i) = 20 — 102i onde i = 10 ¢ o valor critico;

20
observe que P"(i) = —102 < 0, logo em ¢ = 105 = 0.196amp.
Por outro lado, pede-se o valor de i quando P(i) = 15; isto ¢ 15 = 20.4 — 514* logo
~ 20+ /202 — 4(51)(15)
1 =
2(51)

513 =204+ 15=0 = sendo o interior da parte radical
negativa, nao existe .

Portanto a resposta para a parte a) é i = 0.196amp e para a parte b) no existe solugao.

Exemplo 6.56.
Dois postes verticais de 6 e 8 metros estao plantados num terreno plano, a uma
distancia de 10m entre suas bases. Calcular aproximadamente o comprimento minimo de
um fio que partindo do topo de um destes postes, toque o solo na reta que une as bases e,
logo o topo do outro poste.
Solugao.
Na seguinte Figura (6.18), seja AC =
10, AB =6 e CD = 8, entao a hipotenusa
BM =+/36+22 e MD = /64 + (10 — z)2.

A funcao comprimento do fio que modela

8m

o problema é: c 10—z M x A
f(z) = V36 + 2% + /61 1 (10 — )2 i

50 m

Lembre que z > 0; logo no calculo dos

pontos criticos de f(z) temos: Figura 6.18:

flz) = T B 10—z
V36 + a2 /64 + (10 — z)?
quando f'(x) =0, temos = = = é ponto critico.
36 64 30

A derivada segunda de f(z) é, f"(x) = T + 615 (10— 2)2 >0 e f"(7)

> 0,

30 30 ?
logo temos comprimento minimo quando z = - ; assim f(7) = 1/36 + {—} +
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2
\/64 + [10 — ?] = 17.20m.

Exemplo 6.57.

Um automdvel desce um plano inclinado sequndo a equagio s(t) = 12t>+6t. a) Achar

a velocidade 3 sequndos depois da partida; b) determine a velocidade inicial.

Solucao.

O automével que estava em repouso, descreve um movimento em relagdo ao tempo
mediante a equagio s(t) = 12t* + 6t; sua velocidade instantanea em qualquer ponto da
trajetoria ¢ v(t) = §'(t) = 24t + 6.

a) v(3) =24(3)+6 = 78m/sg.
b) A velocidade inicial quando ¢ = 0, foi v(0) = 6m/sg.

Exemplo 6.58.

Espera-se que a populacao de uma certa cidade t anos apos 1° de janeiro de 1.994 seja
f(t) = 10.000— t—i-—l (a) Use a derivada para estimar a mudanga esperada na populagao
de 1° de janeiro de 1998 a 1° de janeiro de 1999; (b) Ache a mudanga ezata esperada na
populacao 1° de janeiro de 1998 a 1° de janeiro de 1999.

Solugao.a)

Temos o 1° de janeiro t = 0 e f(0) = 6.000 habitantes. Como ¢ ¢ dado em anos, em
1¢ de janeiro de 1.998 temos t = 4.

Por outro lado, em geral

fE+1) - f(@)
(t+1)—t

fA+ 1)~ f(4)
(4+1)—4

f'(t) ~ logo f'(4)

4.000 4.000
assim f’(4) = (10.000 — T) — (10.000 — T) = 200 a mudanca esperada é de 200
habitantes a mais.
Solugao. b)
4.000 4.000

Lembre, f'(z) = CESVER logo a mudanca esperada exata ¢ f/(4) = = 160.

Exemplo 6.59.

Uma pedra € langada para cima verticalmente; suponha atinja sua altura h(t) em
metros depois det sequndos do langcamento. Que altura mdzrima atingird a pedra? Quantos
sequndos apds ter sido lan¢ada?

Solugao.

E um problema de maximo relativo, por hipotese h(t) = —5t> 4+ 10t, entdo h'(t) =

—10t +10 =t =1 é ponto critico; h"(t) = —10 < 0 assim em ¢ = 1 temos maximo
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relativo (também absoluto) onde A(1) = —5(1)? + 10(1) = 5 m ela atinge o ponto mais

alto 1 segundo apods de lancada para arriba.

Exemplo 6.60.
Achar os valores de x e y, a fim de que a expressao x™y"™ seja mdzrima, sendo x+y = a,
onde a € constante.

Solugao.

Temos y = a — x, por outro lado da expressao z"y™ podemos obter a funcao f(x) =
z"(a —x)™.

Temos f'(x) = 2™(a — x)™[na — x(n + m)]; sdo pontos criticos z =a e x = a

m-+n

Quando x = a temos y = 0 e z"y™ nao é uma expressao maxima (é constante).

Seja xq > a—7: ,entao f'(z1) < 0; esexy < entao f'(z2) > 0; assim f(z) tem
m+n

. an
maximo quando x = .
m-+n
- n(xr + - ,
Como x +y = a entao x = M = x.m = n.y logo a expressao z"y™ serd
m-+n
. ) . n
maxima quando é cumpre a relagao : — : —.
Yy om

Exemplo 6.61.

Duas linhas férreas se cruzam em dngulo reto. Duas locomotivas, de 20 m cada uma,
em grande velocidade, aproximam-se do cruzamento, se deslocando em cada uma dessas
linhas ferreas. A primeira delas, se encontra em uma estacao A a 65 km do cruzamento;
a outra, se encontra na estacao B a 40 km. A primeira se desloca a uma velocidade de
600 m/min, enquanto o outra viaja a 800 m/min. Quantos minutos terao transcorridos
desde a partida até o instante em que a distdncia entre as duas locomotivas seja minima?

Qual € essa distincia?

Solucao.
Suponhamos terao transcorrido x min até B
chegar ao cruzamento. A a velocidade da pri- D
meira ¢ 600m/min = 0,6km/min e, da se- V/(40>Q, 82)% + (65 — 0, 62)>
gunda 0, 8km/min. 40 kap |40 — 0, 82
Segundo o grafico da Figura (6.19) Temos 650,62
AO = 65km e OB = 40km; apos transcorri- 6k ¢ ¢ 4
dos  min temos as distancias:
OC = (65— 0.62), g
OD = (40 — 0.82) Figura 6.19:

Seja C'D a distancia que separa as

duas locomotivas, logo:  CD = /(65 — 0.62)2 + (40 — 0.8x)2.
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A funcao que descreve a distancia C'D é:

f(x) = /(65— 0,6x)2 + (40 — 0, 82)2

Calculemos o minimo relativo da funcao f(z):

Flz) = ~ 0,6(65—0,62) +0,8(40 —0,8z) 71— 2
/(65 — 0,62)% + (40 — 0, 8x)2 /(65 — 0,62)2 + (40 — 0, 82)2

quando f'(z) =0 temos x = 71;se 1 > 71, f'(z1) > 0 ese xo <71, f'(z2) <0, logo em
x = 71 temos minimo relativo.
Observe que: 40—0.8(71) = —16,8 = OE, 65—0,6(71) =22,4 = 0C e f(71) = 28.

Portanto, terao transcorrido 71 minutos e a distancia minima entre elas é de 28km.

Exemplo 6.62.
Enche-se um balao esférico, de tal modo que seu volume estd crescendo a razao de

5cm?/min.. Em que razio o didmetro cresce quando o didgmetro é 12 cm ¢

Solugao.
o 4y o
O volume de uma esfera de raio r ¢ V = ; sendo seu diametro x = 2r, temos
4a®
Vi(x) = )
. . - o ) 1272
O diferencial do volume em relagao ao diametro z ¢, d(V) = o dx; segundo os
5 2
dados, d(V') = T e r=12 cm, logo
min.
5em?  127w(12 em)? 10 em
= dr = do=-—""-—
min. 24 ‘ ¥ = 14dn min
10 em

Por tanto o diametro cresce na razao de ———.
1447 min

Exemplo 6.63.

Num circuito elétrico, se E volts € a forca eletromotriz, R ohns € a resisténcia, 1
amperes € a corrente, a lei de Ohm estabelece que [ - R = E. Suponha que E seja
constante, mostre que R decresce a uma taxa proporcional ao inverso do quadrado de 1.

Solugao.

E imediato, pelos dados do problema, temos que, sendo E constante, entdo R(I) =

E7 E
a taxa de variagao de R é dada pela expressao dR = {7} dl isto é, dR = —ﬁdl.

Portanto, R é decrescente (dR < 0); decresce a uma taxa proporcional ao inverso do

7;

quadrado da corrente 1.



Calculo Diferencial em R 357

Exemplo 6.64.
Determine as dimensoes do cilindro circular reto de volume mdrimo que pode ser
inscrito em uma esfera de raio R =12 m Figura (6.20)

Solugao.

1
Observe a Figura (6.20), sabemos R = 12 = §AB = 0B = AO.

Seja r o raio da base do cilindro, entdo AC = 2r e a altura do cilindro é

BC =\ AB® — AC° = 21/122 — 12

o volume do cilindro é dado pela funcgao V (r) = 2mr?y/122 — r2
_ 27r(288 — 3r?)
V1222

Temos a derivada V'(r) quando V'(r) = 0 entdao r = +4v/6 e r =0

sao pontos criticos.
Somente temos volume maximo quando r = 46 ¢ BC = 8/3.
Portanto, o raio da base do cilindro é r = 44/6 e sua altura BC = 8/3.

VAT 22
0 4 km
x km (4 —x) km
A \H/ C 0 ¢ B
Figura 6.20: Figura 6.21:

Exemplo 6.65.

Um farol encontra-se num ponto A, a 4 km do ponto mais perto O de uma costa reta,
no ponto B também da costa e a 4 km de O existe uma tenda. Se o guarda do farol pode
remar a 4 km/hora e caminhar 5 km/hora, qual o caminho que deve sequir para chegar
do farol a tenda no menor tempo possivel ?

Solugao.

Suponhamos aconte¢a o desenho da Figura (6.21), isto ¢, deve remar até o ponto C
situado entre O e B logo caminhar o resto do caminho.
Seja T' o tempo utilizado desde o ponto A até chegar ao ponto B.

Entao, como o tempo é a relacao do espacgo dividido entre velocidade, temos que o
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g A1 | OB
eImpo = .
P A 5

Observe, | AC' |= V42 +22 e | CB |=4 — x, logo

/42 2 4 —
T(x)= 4—i—x+ 5x = 0<x<4

1
’ —, quando T"(z) = 0 e considerando

N

o dominio de defini¢ao da funcao, obtemos o ponto critico xr = i? que nao pertence ao

Derivando T'(x) obtemos T"(x)

dominio. A conclusao é que nao existe maximo ou minimo relativo quando 0 < x < 4.

9 9
Por outro lado, T(0) = s © T(4)=V2< E= 7(0).
9
Como T'(4) = V2 < F= T(0), é mais rapido remar diretamente até B e ndo caminhar.

Exemplo 6.66.

As margens superior e inferior de uma pdgina sao 3cm cada uma e as margens laterais
de 2,5 cm cada uma. Se a drea do material impresso deve ser fiza e igual a 623,7 cm?.
Quais sao as dimensoes da pdgina da drea minima?.

Solugao.

Suponhamos temos a pagina como na Figura
(6.22).

A area da mesma é

623, 7
A(x) = (z+5) l + 6] cm?
X % cm (Gxﬁ +6)cm
Para o calculo de pontos criticos temos
3.118,6 Lem
Al(x) =6 — == 0
(z +5)cm
entdo z = 22,80 (aproximadamente). Sendo a deri-
.. . Figura 6.22:
vada segunda positiva, em xr = 22.8 temos minimo
relativo.

Portanto a pagina deve ter 27, 80cm por 33, 32c¢m.

Exemplo 6.67.

Suponha que uma pessoa posa aprender f(t) palavras sem sentido em t horas e f(t) =
25v/12, onde 0 < t < 9. Ache a taza de aprendizado da pessoa apds: (a) 1 hora; (b) 8
horas .

Solugao. a)
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1) —
A taxa de aprendizado depois da primeira hora é % = f(1) = 25 palavras.
Solugao. b)
A taxa de aprendizado depois das 8 primeiras horas ¢é w = 25(V/92 — V/&2) =

2,77 palavras apo6s de 8 horas.

2
A taxa de aprendizado exato & f'(t) = 25 {5 Vv t—3} , quando t = 8 temos f'(8) = 2, 87.

Exemplo 6.68.

Quando tossimos o raio de nossa traquéia diminui, afetando a velocidade do ar que
passa nesse orgao. Sendo ro e r respectivamente o raio da traquéia na situacao normal
e no momento da tosse, a relagao entre a velocidade V' e r € dada por uma funcao da
forma V(r) = ar*(ro — r), onde a é uma constante positiva.

Calcule o raio r que permite a maior velocidade do ar.

Solugao.

Teremos que calcular o valor de r que maximiza a fungao V(r); com efeito V'(r) =

2
3ar(§r0 — ) o valor critico acontece quando r = 370
2 2
Seja 1 > 370 entdo V'(r1) < 0; e se x9 < 370 entdo V'(ry) > 0; assim V(r) tem
2 2

méximo quando z = §T0' O raio r que permite a maior velocidade é r = gro.
Exemplo 6.69.

A soma de trés niumeros inteiros positivos € 40, o primeiro mais o triplo do sequndo
mais o qudadruplo do terceiro somam 80. Determine os nimeros de modo que seu produto

seja 0 maior possivel.

Solugao.
Sejam os ntmeros reais a, b, ¢ (nessa ordem) e suponhamos que a = 40 — (b+ ¢), logo

[40 — (b+¢)]+3b+4c=80 = 2b=40-3c

o produto é

40— 3 40 — 3 1
> Lo ; 0)021(40—#0)(40—30)0

P = abc = [40 — (

1
Derivando a fun¢ao P obtemos P'(c) = —1(962 + 160c — 1600) onde ¢ = 6,22 é ponto
de maximo relativo. O ntmero procurado préximo de 6,22 é 6. Portanto os niimeros que

cumprem o problema sao 23, 11 e 6.

Exemplo 6.70.
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Uma bola esférica de neve estd se derretendo & razao de 50cm?® por minuto. Com qual
velocidade estd diminuindo o raio da bola quando este mede 15cm?

Solucgao.
Como o raio r estd em func¢ao do tempo, logo r = r(t) e o volume V() da bola no
instante ¢ minutos esta dado por V (t) = gw[r(t)]?’ centimetros cubicos.

A rapidez com que a bola se derrete ¢ dado por V'(t) = —50cm?, também V'(t) =
4rlr(t)]? - r'(t) assim

—50 =4x[r@)]* - r'(t) = 1r{t)=-——=

Quando 7(t) = 15e¢m segue

50 1
"(t) = — = — j
() =~ gEE T/ min

a derivada é negativa, era de esperar pelo fato o raio estar diminuindo.

Portanto, quando o raio mede 15¢m esta diminuido a razao de écm /min.
Exemplo 6.71.

Queremos fabricar uma boia formada por dois cones retos de ferro unidos pelas suas
bases. Para sua constru¢ao temos placas circulares de 3m de raio. Determine as dimen-
soes da boia para que seu volume seja mdximo.

Solugao.

1
O volume da boia ésta dado por V' = 2(=)ra?y. Do trian-

gulo mostrado na Figura (6.23) temos 2? = 9 — 3%, assim

1 ) AV om 3
=92()maty = (= — — = (93
|4 (3)M y (3)7T(9 v )y 3 (9 — 3y%)

quando = 0 segue que y = v/3 de onde r = V6

A derivada segunda

d’V  2r a*v 2w
aE 5 (=6y) = d—yg(\/g) = ?(—6\/3) <0

Portanto, o volume da boia sera maximo quando o raio da Figura 6.23:

base dos cones seja r = V6 e sua altura Yy = V3



Calculo Diferencial em R 361

Exercicios 6-4

4
= = 4
T ’
¢ \

1. Uma pessoa atira verticalmente para o céu uma bola do topo de um edificio. Depois

de 2 segundos, a bola passa por ele, chegando ao solo 2 segundos depois.

1. Qual era a velocidade inicial da bola ?

2. Com que velocidade a bola passou pela pessoa, quando caia em dire¢ao ao solo ?
3. Com que velocidade a bola chegaré ao solo 7
4

. Qual é a altura do edificio 7

2. As equagoes do movimento de um projetil estao dadas pelas equagoes x = t(vg cos @)
e y = t(vosena) — 16t%, onde vy é a velocidade inicial, a é o 4ngulo de elevacao do
canhao, t é o tempo em segundos, x e y sao as coordenadas do projetil. Determine
a altura maxima que alcanca o projetil e verifique que o maior alcance se obtém

T

d = —.
quando o = -

3. A lei de Boyle para a expansao de um gas é PV = C, onde P é o niimero de quilos
por unidade quadrada de pressao, V' é o ntiimero de unidades ciibicas no volume do

gés e C' é uma constante . Ache a taxa de variagao instantanea de V' em relagao a
P quando P =4 e V =8.

4. Esta sendo drenado adgua de uma piscina de volume V', o volume de agua apos t
minutos do inicio da drenagem ¢ V = 250(1.600 — 80t + t?). Achar: (a) A taxa
média segundo a qual a agua deixa a piscina durante os 5 primeiros minutos. (b)
A velocidade a qual a agua estd fluindo da piscina 5 minutos apds o comeco da

drenagem.

5. Suponha que um cilindro circular reto tenha uma altura constante de 10 cm. Se
V em? foi o volume do cilindro e r o raio de sua base, ache a taxa de variacao média
de V em relagao a r quando r varia de: (a) 5,00 a 5,40; (b) 5,00 a 5,10; (c)
5,00 a 5,01; (d) ache a taxa de variagao instantanea de V' em relacdo a r quando
r & 5,00. Sugestao: A féormula para encontrar o volume de um cilindro circular reto

&V = mr?h, onde h cm é altura do cilindro.

6. Um tronco de arvore mede 20 m, tem a forma de um cone truncado. Os didmetros
de suas bases medem 2m e 1m, respectivamente. Deve-se cortar uma viga de se¢ao
transversal quadrada cujo eixo coincida com a do tronco e cujo volume seja o maior

possivel. Que dimensoes deve ter a viga?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Christian José Quintana Pinedo

. Quando duas resisténcias elétricas R e Ry estao unidas em paralelo, a resisténcia

1 1 1
total R esta dada por = = R_+E Se Ry e Ry aumentam a razao de 0.01ohms/sg
1 2

e 0.02 ohms/sg, respectivamente, Qual é a taxa de variagdo de R no instante em

que Ry = 300hms e Ry =90 0hms ?

. Um foguete é lancado verticalmente e sua trajetoria tem equagao horaria s =

160t — 5t2, o sentido positivo para o céu. Determine: a) A velocidade do foguete
2 s depois do langamento. b) O tempo que leva o foguete para alcangar sua altura

maxima.

Uma pedra é lancada a uma lagoa e produz uma série de ondulacoes concéntricas.
Se o raio r da onda exterior cresce uniformemente a razao de 1.8 m/s, determine a
taxa com a que a agua perturbada esta crescendo a) Quando r = 3 m. b) Quando

r=6m.

Uma pedra se deixa cair (com velocidade inicial zero) do topo de um edificio de
144 metros de altura. a) Em que momento a pedra chegara ao solo 7 b) Qual sera
a velocidade ao chegar ao solo 7. Sugestao: Para um objeto que se atira ou cai
verticalmente, a altura que recorre depois de t segundos ¢: A(t) = —16t* + Vj + Ao,

onde Vj é a velocidade inicial do objeto e Ay é a altura inicial.

Suponhamos que um cilindro circular reto e fechado tenha uma area de 100 cm?.

Que valores devem ter o raio e sua altura para que seu volume seja maximo ?

Mostre que o cilindro reto de maior volume que pode ser inscrito em um cone, é 3

do volume do cone.

Um cone circular reto tem um volume de 120 em? Quais sao as dimensoes que deve

ter este cone para que sua area lateral seja minima?

Num triangulo isésceles ABC o lado desigual AC mede 2a e a altura correspondente
a esse lado mede h. Determine um ponto P sobre a altura mencionada para que a

soma das distancias de P até os trés vértices sea minima.

Temos uma folha de papelao medindo 80cm por 50c¢m. Cortando convenientemente
em cada vértice num quadrado de lado & queremos construir uma caixa. Calcule x

para que a referida caixa tenha um volume maéaximo.

Temos um arame de 1m de comprimento e desejamos dividi-lo em duas partes
para formar com uma delas um circulo e com a outra um quadrado. Determine o
comprimento que tem de cada uma das pecas de modo que a soma das areas do

circulo e quadrado seja minima.
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Miscelanea 6-1

2
- sen— 0
1. Estudemos a seguinte fungao: f(z) = Losen z’ se, @ #

0, se, =020 .
Pelo T.V.M no intervalo [0, z| temos: f(x)—f(0) = z-f'(¢) quando (0 < ¢ < z).

1 1 1 1 1
Isto é: x’sen— = x(2c - sen— — cos —), de onde cos — = 2csen— — x - sen—.
x c c c c x

Quando z tende para zero, ¢ também tende para zero; deste modo concluimos

1
que: liII(l] cos — = 0. Explicar este resultado paradoxal.
c— I

2. Para uma constante a > 0, determine a diferenca entre o valor méximo e minimo

1
relativo da fun¢ao g(z) = (a — — — x)(4 — 32?).
a

3. Sejam f e g fungoes diferenciaveis em (a, b) tais que f'(x) > ¢'(x) Vax € (a, b).
Se existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = g(c), mostre que f(z) < g(x) Yz € (a, ¢) e

g(x) < f(z) Vel b)
. - _ f(=) , o
4. Seja f derivavel em R e g(x) = 0 # 0. Se ¢ é um ponto de maximo local

de g, mostre que:

1. ¢ f'(c)— f(e)=0.

2. A reta tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c)) passa pela origem.

5. Determine os intervalos de crescimento ou decrescimento das seguintes fungoes:

1. y=2—-3z+a3 2. y=uxe " 3. y=+/(22—-1)3

4. y=2—-2)(z+1)? 5 y=2*(1-2v7) 6. y=Ln(a*+1)

7. y= Li 8. y=Q2v—-1)Y(x—3)2 9. y=ux—2sen’s
nx

10. y = 61,5s0rm:

6. O valor de um diamante é proporcional ao quadrado do seu peso. Divide um dia-
mante de 2 gramas em duas partes de tal modo que a soma dos valores dos diamantes

obtidos seja minima.

7. Determine o cilindro de superficie total S, tal que seu volume seja maximo.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.
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Para os seguintes exercicios, tracar o grafico da curva correspondente indicando suas

assintotas.
Vat+zx—z, se, |z|>9
L fle) =9 22 -8l e, |2]<9
—_ x
22 — 9z’ ’
/ 2
‘ se, |x|>2
2. flz)=
se, |x[<2
se, x<-—1
3 fla) = se, —1l<zx<l1
se, =>1
se, < —3
4 flz) = se, —3<ax<?2
se, x>2

Uma escada com 6m de comprimento estd apoiada em uma parede vertical. Se a
base da escada comega a se deslizar horizontalmente, a razao de 0,6m/s, com que

velocidade o topo da escada desce a parede, quando esti a 4m do solo?

Um homem de 1,80m, caminhando a velocidade de 1,5m/s , afasta-se de uma
lampada situada a 5m acima do chao. Calcule a velocidade com que se move a

sombra do homem e a velocidade com que se move a extremidade dela.

O gas de um balao esférico escapa a razao de 2dm?/min. Encontre a razao com que

diminui a superficie do balao quando o raio é de 12dm.

Um balao esférico estéd sendo inflado e seu raio é R no fim de ¢ segundos. En-
contre o raio no instante em que as taxas de variacao da superficie e do raio sao

numéricamente iguais.

Mostre que a subtangente correspondente a qualquer ponto da pardbola y = ax? é

igual & metade da abscissa do ponto de tangencia.

Calcule as dimensoes do trapézio regular de perimetro méximo que pode-se inscrever
em uma semicircunferéncia de raio r se uma base do trapézio ocupa todo o diametro

de la semicircunferéncia.
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15.

16.

17.

Um comerciante produz certo produto ao custo unitario de R$5,00 e calcula que,
se vendé-los a x reais a unidade, os clientes comprarao (20 — x) unidades por dia.

A que preco o fabricante deve vender seu produto para que seja maximo o lucro
obtido 7

O ntimero « é chamado "raiz dupla"da fungao polinémica f, se f(z) = (x —a)?g(x)

para alguma fun¢ao polinémica g(x)

1. Mostre que « ¢é raiz dupla de f se, e somente se também é raiz de f.

2. Em quais condigoes a fungao f(z) = ax? + bx + ¢, com a # 0 tem raiz dupla?
O ntmero de bactérias de certo cultivo num instante ¢ é dado pela formula N =
1000(25 + tet/2%) para 0 < ¢ < 100.

1. Em que instante desse intervalo, 0 < t < 100, existe um niimero méximo e um

numero minimo de bactérias?

2. Em que instante é mais lento o crescimento ou decrescimento do niimero de

bactérias?

18. A velocidade de um mévil que parte da ori-

19.

20.

21.

gem esta dada em m/s e pelo grafico:
1. Calcular a funcao “espago percorrido”.

2. Graficar a fungdo espago percorrido-

tempo.

3. Prove que a &area sob a curva que da a Llfreeees R

velocidade coincide com o espaco total ‘0 1 2 3 4 5 6

percorrido.

Determinar maximos e minimos da fungao f(x) = 2senz + cos 2.

Seja d o comprimento da diagonal de um retangulo de lados x e y respectivamente.

Se x aumenta com uma rapidez de 0, 5m /s e y diminui com uma rapidez de 0, 25m/s.

1. Qual a razao em que esta mudando o comprimento da diagonal quando x = 3m

ey =4m.

2. A diagonal estd aumentando ou diminuido nesse instante.

Um recipiente cilindrico de capacidade 500 centimetros ctubicos, tem um raio de 2c¢m
e esta cheio de agua. Qual o erro que devemos aceitar ao medir sua altura h da
agua do recipiente para assegurar que teremos meio litro de 4gua com um erro de

menos 1%?
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27.
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32.
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Num triangulo isésceles ABC o lado desigual AC mede 2a e a altura correspondente
a esse lado mede h. Determine um ponto P sobre a altura mencionada para que a

soma das distancias de P até os trés vértices sea minima.

Um raio de luz (féton) parte de um ponto A para um ponto B sobre um espelho
plano, sendo refletido quando passa pelo ponto P. Estabelecer condigoes para que

o caminho APB seja o mais curto possivel.
Qual dos triangulos retangulos de perimetro dado 2p, tem maior area ?

O custo variavel da fabricacao de um componente elétrico ¢ R$8, 05 por unidade, e
o custo fixo R$500, 00. Escreva o custo C' como funcao de x, o nimero de unidades
produzidas. Mostre que a derivada dessa funcao custo é constante e igual ao custo

variavel.
De todos os triangulos isosceles de 12m de perimetro, quais deles tem érea maxima?

Pretende-se fabricar uma lata cilindrica de metal com tampa que contenha um litro
de capacidade para conservar manteiga. Quais serao as dimensoes para que se utilize

a menor quantidade de metal?

Um setor circular tem perimetro de 10m. Determine o raio e amplitude do setor de

major area com esse perimetro.

Um triangulo isosceles de perimetro 30cm, gira entorno de sua altura engendrando

um cone. Qual o valor a dar a base para que o volume seja maximo?

Decompor o ntiimero 44 em dois somando de modo que a sexta parte do quadrado

do primeiro mais a quinta parte do quadrado do segundo seja minima?

Uma folha de papel deve ter de 18cm? de texto impresso, as margens superior e
inferior de 2cm de altura e as margens laterais de 1em largura. Obter razoavelmente

as dimensoes que minimizam a superficie do papel.

O valor de um diamante é proporcional ao quadrado do seu peso. Divide um dia-
mante de 2 gramas em duas partes de tal modo que a soma dos valores dos diamantes

obtidos seja minima.
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